Numerické reseni
soustavy linearnich rovnic

Predpokladame, ze A je regularni matice n-tého radu. Potom soustava
Ax =b

mé pro kazdé b # o pravé jedno reseni.
Metody reseni muzeme volit
Primé, napr.
e Cramerovo pravidlo,
e Gaussova eliminace,
e Jordanova eliminace,
o

LU rozklad.
Itera¢ni, napf.

Jacobiova metoda,
Gaussova-Seidelova metoda,

o
o
e Metoda nejvétsiho spadu,
o

Gradientni metoda.
Prvky matice A i1 prvky vektoru b mohou byt zatiZeny chybami méreni, nebo chybami
vzniklymi v prabéhu vypoétu. V tom piipadé vhodnéjsi metodou reseni budou iterac¢ni

postupy. Otézkou je, za jakych podminek kterou iteraéni metodu zvolit. Céstecnou
odpovédi je podminénost matice, ktera souvisi s normou matice.

Norma matice

Kazdé étvercové matici A, n-tého Fadu, pritadime ¢islo ||A||, normu matice, takové,

ze

L [A] >0, |A] =05 A=0,
2. ||oAl| = lalliA].

3. ||A +BJ| < [A] + B,

4. ||AB]| < [[All|B].

Ze 4. vlastnosti vyplyva, ze maticova norma je analogicka k normé vektoru. Je
[ Axc]] < [|A]]|x]]
(podminka konzistence). Odtud pro maticovou normu dostavame

[A = sup [lAx].

x||=1

Z normy vektoru pak muzeme odvodit normy matic:

e 7 krychlové normy vektoru ||x|| = max;=1 .., |z;| FAdkovou normu matice

n
IAl = max Y Jagj|
1=1,...,n <
=1
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e Z oktaedrické normy vektoru |x|| = >°1_, |z;| sloupcovou normu matice

k13
JAl = max > |a]
j=1,...,n 1

e Z euklidovské normy vektoru ||x|| = />, #7 euklidovskou normu matice

Podminénost soustavy rovnic, (matice)

Oznaéme § b vektor chyb vektoru b a § x odpovidajici vektor chyb feseni. Potom

Ax+dx)=b+db,
Ax+dx)—Ax=b+db—b,
§x=A"1§b.
Je ztejmé, ze

ol < [[AIxI, [lox]] < [[AT[I6b]l = [blllls x| < [[AlllAT |16 b].

D x| _ job]
X
< JAIAT S
x|~ bl
Cislo Cp, = ||A]|||A™"]| se nazyva ¢islo podminénosti soustavy Ax = b, matice A,

vzhledem k normé. Je to nejmensi horni odhad poméru relativni chyby vysledku a
relativni chyby pravé strany soustavy.

Analogicky bychom odvodili chybu pro chybami zatizenou matici A:

(A+0A)(x +6x)=b = ix = —A"'JA(x + 0x)

[1o]| A [6A]
A A
T+ ox] = < A AN S Al

Iteraéni metody

Mé-li soustava Ax = b pravé jedno feseni x; = A~! b, upravime ji na vhodny itera¢ni
tvar

x =Bx + c,
ktery uréi posloupnost postupnych aproximaci s libovolnou volbou nulté aproximace
x(©  xk+D = Bx(®) 4 ¢,
Ukonéeni vypoctu je fizeno bud poétem iteraci, nebo podminkou ||x*) — x(*=1)|| < ¢,
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Postacujici podminka konvergence posloupnosti

Je-li ||B|| < ¢ < 1, potom posloupnost (x*¥)) konverguje pro libovolnou nultou apro-
ximaci a je
limx® = (E-B)"lec = x,.
Odhad chyby
Pro normu odchylky libovolné aproximace od reseni je

I = x|l = IB(x " = xo)|| < gllx® = x| + gl x® = x*V.

Odtud plyne podminka

I = x| <

Kvadraticky funkcional

Numerické reseni soustavy linearnich rovnic

Méjme pro nazornost soustavu dvou linearnich algebraickych rovnic

(1) 20 —y—3=0, —x+3y—2=0.
Jeji feseni je bod § = [%, %] (prisedik primek danych rovnicemi (1)).

Na obé rovnice (1) mtzeme pohliZet jako na nulové vrstevnice linearnich funkei

(2) fx(l’,y)ZQl'—y—?), fy(way):—$+3y—2.

Na funkce (2) mtZeme pohliZet jako na parcialni derivace néjaké kvadratické funkce
z = f(x,y). Pro tuto funkei potom plati

fleg) = [ 20—y =3)de + o),
kde C(y) je néjaka funkce proménné y. Integrovanim dostaneme
(3) flz,y) = 2% — 2y — 32 + C(y).

Pro funkei f mame jesté druhou podminku ve (2), kterou porovname s parcialni derivaci
funkce ve (3):

0

%:—HC’@) — ot 3y-2
Odtud

C'(y) =3y — 2, nebo-li C(y) = 34> — 2y + ¢,

kde ¢ je integracni konstanta. Napt. pro ¢ = 0 dostavame pro funkei f vyjadient
(4) fla,y) =« —ay — 3z + 3y — 2.
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Vrstevnice funkce f, o nulové koté, je elipsa prochéazejici pocatkem (oduvodnétel). Jeji
rovnice v homogennich souradnicich je

1 3
L =3 —3 Ty
1 3
(5) ($1,$2,$3) 9 bR -1 T2 =0.
3
2 _17 0 L3

11 7 5

Stied S elipsy (4) mé homogenni souradnice ( ) a prislusné kartézské soutadnice

10401
Jsou [%, %] Stred S je kolmy prumét, do roviny zy, vrcholu eliptického paraboloidu,
ktery je grafem kvadratické funkce f. Zaroven je to hledané feseni soustavy (1).
Piejdéme v rovnici (5) zpét ke kartézskym souiadnicim, tj. vydélime rovnici 23 # 0,
pak (21, 22,23) = 1'3(%, = 1) = a3(x,y,1) a v rovnici (5) provedme nasobeni. Rovnice
(5) bude mit tvar

(r =3y —3r+ (32 + 3y -y —(Ga+y) - 1=0.

Vynésobime-li rovnici dvéma a prepiseme pomoci matic, dostavame

©) e (25 ) (0) - (3) =0

Abychom lépe vidéli vyznam rovnice (6), prepiseme ji a soustavu (1) do symbolického
maticového zapisu

1
§XAXT —xbT =0,kde AxT =bT.
MrtiZeme ¥ici, ze FeSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic Ax” = b7 je minimem
kvadratické funkce

1
fly) = §yAyT —yb?.

Podle uvedeného prikladu soustavy (1) bychom mohli usoudit, ze problém feseni
soustavy linearnich algebraickych rovnic mizeme prevést na problém hledani minima
kvadratické funkce. Tuto doménku se pokusime oziejmit na zakladé vlastnosti bilinearni
formy. Vsechny dalsi avahy a vypocty budeme provadét v prostoru usporadanych n-tic
realnych cisel. Stejnym symbolem, tuénym malym pismenkem, budeme popisovat jak
vektory, tak body, jako n-tice realnych ¢isel.

Necht F' je bilinearni forma na prostoru R”. Potom
Fly =x,y =x) = Fly,y) = Fly,x) - F(x,y) + F(x,%).
Je-li F' symetricka bilinearni forma, je
(7) By —x) = Fx(y) - 2F(x,y) + B2 (x).

Odtud dostavame
F(y) - 2F(x,y) = Bx(y — x) — Fx(x).



Pro kazdé x pevné, definujme funkci

(8) fy)=3FE(y) - F(x,y).

Podle (7) je f(y) minimalni pravé kdyz y = x, tj.
f(x) = min f(y).

yeER®

Ve zvolené bazi eq,...,e, ma (8) tvar

fy)=3yAy" —yb",

kde A je matice symetrické bilinearni formy F' s pozitivné definitni kvadratickou formou
.

Jestlize x* je feSeni soustavy Ax” = b”, potom pro aproximaci x = x* 4+ v, kde v
je vektor oprav, je
fx)=ix"+v)Ax* +v)T = (x*+v)bT = L(x* +v)(bT + AvT) — (x* + v)b =

= —%X*bT + %VAVT.

Odtud, vzhledem k tomu, ze

f(x)+ %X*bT = %VAVT >0,

ma funkce f minimum v bodé x* praveé kdyz v = o.
Jacobiova metoda

je nejjednodussi iteracni metoda pro fefeni soustavy Ax’ = b”. Kvadratickou funkei
f ztzime na funkei f jedné proménné t = x;, podle které budeme parcialné derivovat:

k13
T(t) = f(xl,...,xi_l,t,xi+1,...,:L'n) = %aiitz +t Z ai;Tj — b;t + c.
J=1,j#1

Potom
!

T(t) = a;it + Z ai;T;j —b;=0

=1,

je rovnice pro i-tou souradnici bodu, ve kterém ma funkce f extrém, tj.
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t=—1|5b; — Z ai;j;
aig

Jj=1,j#i

2D (k+1)

Oznacime-li ¢t = pro i-tou souradnici aproximace X , dostavame iterac¢ni

vzorec pro Jacobiovu iteracni metodu:

1
(9) :I:E.k—i_l):— b; — Z aijr; | , 1 =1,...,n.



Z geometrického hlediska, funkce f mé extrémy v nadrovinach 2?21 ajjrj = b;.

Pouziti vzorce (9) ukazeme na soustavé uvedené v tvodu odstavee. Danou soustavu
nejdiive upravime podle vzorce (9) na iteracéni tvar
(k)
T
> ( Yy >

w N ONE

Zvolime nultou aproximaci, napt. x(%) = (0, 0). Potom podle (10) postupnym vypoétem
dostavame posloupnost boda

O =

xM) = (2,2) = (1.5,0.5)

x? = (L Ty = (1.83,1.16)

<3 — (35,23) = (2.083,1.27)

x(D = (T2 493 = (2,138, 1.361)
x(5) = (151 149y = (9 1805, 1.3796)

atd. Pfesné feseni je x* = (L %) = (2.2,1.4).
Gaussova-Seidelova metoda

vychazi z Jacobiovy iteraéni metody. Hodnoty i-té soufadnice, vypoéitané v (k + 1)
aproximaci, vyuziva k vypoctu (i + 1) soufadnice této aproximace, atd. Iteraéni vzorec
Je
1 t—1 n
O I P me;kﬂ) B Z aiﬁ;k)

s
e j=1 j=i+1

Pro danou soustavu, pri stejné nulté aproximaci jako u Jacobiovy metody, potom
prvni tii aproximace jsou

x = (3,7) = (1.5,1.16)
x?) = (2 19y = (2,083,1.361)
x(3) = (137 301y = (21805, 1.3935)

atd.
Metoda nejvétsiho spadu

U funkce vice proménnych, kromé parcialnich derivaci, jsme v bodé definovali de-
rivaci v libovolném jednotkovém sméru. Ukazali jsme, Ze smér, ve kterém je derivace
extremalni, je gradient funkce. Z téchto poznatkt vychazi metoda nejvétsiho spadu.

Hledédme extrém funkce
f(x)=1ixAx" —xb”
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v bodé xg ve sméru vg. Ten bude ve sméru gradientu, tj. vektoru, jehoz soutadnice jsou
parcialni derivace funkce f v bodé xq:

grad f(xo) = Axo" — b’

T

oznacime jej —rg’ a nazveme reziduum.

Funkeci f z(Zime na body primky
(11) X = Xg + a Vvp.
Potom

fla) = f(xo+ave) = 3(x0 + ave) A(xo + avo)! — (%o + ave) b’
Fa)=voA (xo+ave) —vob”.

Derivace bude nulova, pravé kdyz

o — VobT — VoAXOT . Vo(bT — AXO)
VoAVOT VoAVOT

Po dosazeni do ¢itatele zlomku rezidua dostavame

T
Vol
12 _ '
( ) @ VoAVOT

Extrém funkce f ve sméru vp je v bodé (podle(11))

T
13 = Y00 o
(13) X1 =Xo + voAvoT Vo
Protoze derivace je extremalni ve sméru gradientu, je vog = —rg. Potom (k + 1) bod, ve
kterém ma funkce f extrém, je
k k)T
(1) — (0 4 %rm
rtBAp(R)T

Metoda nejvétsiho spadu je piilis zavisla na volbé pocateéni podminky a pii nevhodné
volbé nemusi konvergovat k predpokladanému reseni. Tato metoda se vyuziva k odvozeni
k dalsi metodé.

Metoda sdruzenych gradientt

Minimalizujeme funkci f ve smérech v urcenych ortogonalizaci rezidui vzhledem ke
skalarnimu soucinu, ktery je dan pozitivné definitni matici A, tj.

v 1y 4= vIDAVIT =,
Podsteéni aproximaci je bod x(9). Podatecni smér je

Vg = r® — p? — AxOT,



Odtud podle (12) a (13) je

V(0 1 (0)

(o _ v 'r
T Y OAVO

x(1) = x(0) 4 4(OOT (1) _1(0) _ ,(0) 4 ()T

Potom ortogonalni vektor v(1) k vektoru v(©) je

v = (D L g0 = p(DAGOT | 51)(0) g (T

50— _ rDAvOT
v(0) Ay (0T
1 0)T
S tAVOT ()
v Av(OT
Nyni vypocitame
v (LT

o —

= m ) x(2) — x(M + oDy 7 r(2 — p(1) Oé(l)AV(l)T7

atd.
Metoda sdruZenych gradientti po koneéné mnoha krocich (k krocich) dojde k presné-
mu (az na zaokrouhlovaci chyby) Feseni. UkédZeme na ptikladu. Soustava

4, -1, 0 @ 2
~1, 4, -1 y | =16
0, -1, 4 2 2

ma FeSeni (1,2,1).
Podle predchozich vzoreti, zvolime po¢ateéni aproximaci x(9) = (0,0,0), potom

v® =@ = (26,2) =2(1,3,1), o® = 3

xD = {5(1,3,1),
r(l) = %(37_273)7 ﬁ(l) = %7 V(l) = %(57_175)7 a(l) - %

x® =(1,2,1).

Z4dna metoda neni univerzalni, vidy existuji piiklady, na které je ta ¢ jind metoda
nevhodnd. Proto se hledaji stale dalsi a dalsi metody reseni a také podminky, za kterych
je vhodné metodu pouzit. O tom ale v knihach vénovanych numerickym metodam.



