
Numerické øe¹enísoustavy lineárních rovnicPøedpokládáme, ¾e A je regulární matice n-tého øádu. Potom soustavaA x = bmá pro ka¾dé b 6= o právì jedno øe¹ení.Metody øe¹ení mù¾eme volitPøímé, napø.� Cramerovo pravidlo,� Gaussova eliminace,� Jordanova eliminace,� LU rozklad.Iteraèní, napø.� Jacobiova metoda,� Gaussova-Seidelova metoda,� Metoda nejvìt¹ího spádu,� Gradientní metoda.Prvky matice A i prvky vektoru bmohou být zatí¾eny chybami mìøení, nebo chybamivzniklými v prùbìhu výpoètu. V tom pøípadì vhodnìj¹í metodou øe¹ení budou iteraènípostupy. Otázkou je, za jakých podmínek kterou iteraèní metodu zvolit. Èásteènouodpovìdí je podmínìnost matice, která souvisí s normou matice.Norma maticeKa¾dé ètvercové matici A , n-tého øádu, pøiøadíme èíslo kA k, normu matice, takové,¾e 1. kA k � 0, kA k = 0, A = O,2. k�A k = j�jkA k,3. kA + Bk � kA k + kBk,4. kA B k � kA kkB k.Ze 4. vlastnosti vyplývá, ¾e maticová norma je analogická k normì vektoru. JekA xk � kA kkxk(podmínka konzistence). Odtud pro maticovou normu dostávámekA k = supkxk=1 kA xk:Z normy vektoru pak mù¾eme odvodit normy matic:� Z krychlové normy vektoru kxk = maxi=1;:::;n jxij øádkovou normu maticekA k = maxi=1;:::;n nXj=1 jaij j1



� Z oktaedrické normy vektoru kxk =Pni=1 jxij sloupcovou normu maticekA k = maxj=1;:::;n nXi=1 jaij j� Z euklidovské normy vektoru kxk =pPni=1 x2i euklidovskou normu maticekA k =vuut nXi;j=1 a2ij :Podmínìnost soustavy rovnic, (matice)Oznaème � b vektor chyb vektoru b a � x odpovídající vektor chyb øe¹ení. PotomA (x + � x) = b+ � b;A (x + � x) � A x = b+ � b� b;� x = A �1� b:Je zøejmé, ¾ekbk � kA kkxk ; k� xk � kA �1kk� bk =) kbkk� xk � kA kkA �1kkxkk� bk:Odtud k� xkkxk � kA kkA �1kk� bkkbk :Èíslo Cp = kA kkA �1k se nazývá èíslo podmínìnosti soustavy A x = b, matice A ,vzhledem k normì. Je to nejmen¹í horní odhad pomìru relativní chyby výsledku arelativní chyby pravé strany soustavy.Analogicky bychom odvodili chybu pro chybami zatí¾enou matici A :(A + �A )(x + �x) = b =) �x = �A �1�A (x + �x)k�xkkx + �xk � kA �1kkA kk�A kkA k :Iteraèní metodyMá-li soustava A x = b právì jedno øe¹ení xt = A �1b, upravíme ji na vhodný iteraènítvar x = B x + c;který urèí posloupnost postupných aproximací s libovolnou volbou nulté aproximacex(0) ; x(k+1) = B x(k) + c:Ukonèení výpoètu je øízeno buï poètem iterací, nebo podmínkou kx(k) � x(k�1)k < ".2



Postaèující podmínka konvergence posloupnostiJe-li kBk � q < 1, potom posloupnost (x(k)) konverguje pro libovolnou nultou apro-ximaci a je limx(k) = (E � B )�1c = xt:Odhad chybyPro normu odchylky libovolné aproximace od øe¹ení jekx(k) � xtk = kB (x(k�1) � xt)k � qkx(k) � xtk+ qkx(k) � x(k�1)k:Odtud plyne podmínka kx(k) � xtk � q1� q ":Kvadratický funkcionálNumerické øe¹ení soustavy lineárních rovnicMìjme pro názornost soustavu dvou lineárních algebraických rovnic(1) 2x� y � 3 = 0 ; �x+ 3y � 2 = 0:Její øe¹ení je bod S = [115 ; 75 ] (prùseèík pøímek daných rovnicemi (1)).Na obì rovnice (1) mù¾eme pohlí¾et jako na nulové vrstevnice lineárních funkcí(2) fx(x; y) = 2x� y � 3 ; fy(x; y) = �x+ 3y � 2:Na funkce (2) mù¾eme pohlí¾et jako na parciální derivace nìjaké kvadratické funkcez = f(x; y). Pro tuto funkci potom platíf(x; y) = Z (2x� y � 3)dx + C(y);kde C(y) je nìjaká funkce promìnné y. Integrováním dostaneme(3) f(x; y) = x2 � xy � 3x + C(y):Pro funkci f máme je¹tì druhou podmínku ve (2), kterou porovnáme s parciální derivacífunkce ve (3): @f(x; y)@y = �x+ C 0(y) = �x+ 3y � 2:Odtud C 0(y) = 3y � 2 ; nebo-li C(y) = 32y2 � 2y + c;kde c je integraèní konstanta. Napø. pro c = 0 dostáváme pro funkci f vyjádøení(4) f(x; y) = x2 � xy � 3x + 32y2 � 2y:3



Vrstevnice funkce f , o nulové kótì, je elipsa procházející poèátkem (odùvodnìte!). Jejírovnice v homogenních souøadnicích je(5) (x1; x2; x3)0@ 1; � 12 ; �32�12 ; 32 ; �1�32 ; �1; 0 1A0@x1x2x31A = 0:Støed S elipsy (4) má homogenní souøadnice ( 114 ; 74 ; 54 ) a pøíslu¹né kartézské souøadnicejsou [115 ; 75 ]. Støed S je kolmý prùmìt, do roviny xy, vrcholu eliptického paraboloidu,který je grafem kvadratické funkce f . Zároveò je to hledané øe¹ení soustavy (1).Pøejdìme v rovnici (5) zpìt ke kartézským souøadnicím, tj. vydìlíme rovnici x23 6= 0,pak (x1; x2; x3) = x3(x1x3 ; x2x3 ; 1) = x3(x; y; 1) a v rovnici (5) proveïme násobení. Rovnice(5) bude mít tvar(x � 12y � 32)x + (�12x + 32y � 1)y � (32x+ y) � 1 = 0:Vynásobíme-li rovnici dvìma a pøepí¹eme pomocí matic, dostáváme(6) 12 (x; y)� 2; �1�1; 3 ��xy�� (x; y)� 32� = 0:Abychom lépe vidìli význam rovnice (6), pøepí¹eme ji a soustavu (1) do symbolickéhomaticového zápisu 12 x A xT � xbT = 0 ; kde A xT = bT :Mù¾eme øíci, ¾e øe¹ení soustavy lineárních algebraických rovnic A xT = bT je minimemkvadratické funkce f(y) = 12 y A yT � ybT :Podle uvedeného pøíkladu soustavy (1) bychom mohli usoudit, ¾e problém øe¹enísoustavy lineárních algebraických rovnic mù¾eme pøevést na problém hledání minimakvadratické funkce. Tuto domìnku se pokusíme ozøejmit na základì vlastností bilineárníformy. V¹echny dal¹í úvahy a výpoèty budeme provádìt v prostoru uspoøádaných n-ticreálných èísel. Stejným symbolem, tuèným malým písmenkem, budeme popisovat jakvektory, tak body, jako n-tice reálných èísel.Nech» F je bilineární forma na prostoru Rn. PotomF (y� x;y � x) = F (y;y) � F (y;x)� F (x;y) + F (x;x):Je-li F symetrická bilineární forma, je(7) F2(y � x) = F2(y)� 2F (x;y) + F2(x):Odtud dostáváme F2(y)� 2F (x;y) = F2(y � x)� F2(x):4



Pro ka¾dé x pevné, de�nujme funkci(8) f(y) = 12F2(y) � F (x;y):Podle (7) je f(y) minimální právì kdy¾ y = x, tj.f(x) = miny2Rn f(y):Ve zvolené bázi e1; : : : ; en má (8) tvarf(y) = 12y A yT � ybT ;kde A je matice symetrické bilineární formy F s pozitivnì de�nitní kvadratickou formouF2.Jestli¾e x� je øe¹ení soustavy A xT = bT , potom pro aproximaci x = x� + v, kde vje vektor oprav, jef(x) = 12 (x� + v) A (x� + v)T � (x� + v)bT = 12 (x� + v)(bT + A vT )� (x� + v)bT == �12 x�bT + 12 v A vT :Odtud, vzhledem k tomu, ¾ef(x) + 12 x�bT = 12 v A vT � 0;má funkce f minimum v bodì x� právì kdy¾ v = o.Jacobiova metodaje nejjednodu¹¹í iteraèní metoda pro øe¹ení soustavy A xT = bT . Kvadratickou funkcif zú¾íme na funkci f jedné promìnné t = xi, podle které budeme parciálnì derivovat:f (t) = f(x1; : : : ; xi�1; t; xi+1; : : : ; xn) = 12aiit2 + t nXj=1;j 6=i aijxj � bit+ c:Potom f 0(t) = aiit+ nXj=1;j 6=i aijxj � bi = 0je rovnice pro i-tou souøadnici bodu, ve kterém má funkce f extrém, tj.t = 1aii 0@bi � nXj=1;j 6=i aijxj1A :Oznaèíme-li t = x(k+1)i pro i-tou souøadnici aproximace x(k+1), dostáváme iteraènívzorec pro Jacobiovu iteraèní metodu:(9) x(k+1)i = 1aii 0@bi � nXj=1;j 6=i aijxj1A ; i = 1; : : : ; n:5



Z geometrického hlediska, funkce f má extrémy v nadrovináchPnj=1 aijxj = bi.Pou¾ití vzorce (9) uká¾eme na soustavì uvedené v úvodu odstavce. Danou soustavunejdøíve upravíme podle vzorce (9) na iteraèní tvar(10) �xy �(k+1) = � 3223 �+� 0; 1213 ; 0��xy �(k) :Zvolíme nultou aproximaci, napø. x(0) = (0; 0). Potom podle (10) postupným výpoètemdostáváme posloupnost bodùx(1) = (32 ; 23 ) := (1:5; 0:6)x(2) = (116 ; 76 ) := (1:83; 1:16)x(3) = (2512 ; 2318 ) := (2:083; 1:27)x(4) = (7736 ; 4936 ) := (2:138; 1:361)x(5) = (15772 ; 149108 ) := (2:1805; 1:3796)atd. Pøesné øe¹ení je x� = ( 115 ; 75 ) = (2:2; 1:4).Gaussova-Seidelova metodavychází z Jacobiovy iteraèní metody. Hodnoty i-té souøadnice, vypoèítané v (k + 1)aproximaci, vyu¾ívá k výpoètu (i+ 1) souøadnice této aproximace, atd. Iteraèní vzorecje x(k+1)i = 1aii 0@bi � i�1Xj=1 aijx(k+1)j � nXj=i+1 aijx(k)j 1A :Pro danou soustavu, pøi stejné nulté aproximaci jako u Jacobiovy metody, potomprvní tøi aproximace jsou x(1) = (32 ; 76 ) := (1:5; 1:16)x(2) = (2512 ; 4936 ) := (2:083; 1:361)x(3) = (15772 ; 301216 ) := (2:1805; 1:3935)atd. Metoda nejvìt¹ího spáduU funkce více promìnných, kromì parciálních derivací, jsme v bodì de�novali de-rivaci v libovolném jednotkovém smìru. Ukázali jsme, ¾e smìr, ve kterém je derivaceextremální, je gradient funkce. Z tìchto poznatkù vychází metoda nejvìt¹ího spádu.Hledáme extrém funkce f(x) = 12 x A xT � xbT6



v bodì x0 ve smìru v0. Ten bude ve smìru gradientu, tj. vektoru, jeho¾ souøadnice jsouparciální derivace funkce f v bodì x0:grad f(x0) = A x0T � bT ;oznaèíme jej �r0T a nazveme reziduum.Funkci f zú¾íme na body pøímky(11) x = x0 + �v0:Potom f (�) = f(x0 + �v0) = 12 (x0 + �v0) A (x0 + �v0)T � (x0 + �v0)bT ;f 0(�) = v0 A (x0 + �v0)T � v0 bT :Derivace bude nulová, právì kdy¾� = v0bT � v0A x0Tv0A v0T = v0(bT � A x0)v0A v0T :Po dosazení do èitatele zlomku rezidua dostáváme(12) � = v0rT0v0A v0T :Extrém funkce f ve smìru v0 je v bodì (podle(11))(13) x1 = x0 + v0rT0v0A v0T v0:Proto¾e derivace je extremální ve smìru gradientu, je v0 = �r0. Potom (k+1) bod, vekterém má funkce f extrém, jex(k+1) = x(k) + r(k)r(k)Tr(k)A r(k)T r(k):Metoda nejvìt¹ího spádu je pøíli¹ závislá na volbì poèáteèní podmínky a pøi nevhodnévolbì nemusí konvergovat k pøedpokládanému øe¹ení. Tato metoda se vyu¾ívá k odvozeník dal¹í metodì. Metoda sdru¾ených gradientùMinimalizujeme funkci f ve smìrech v urèených ortogonalizací reziduí vzhledem keskalárnímu souèinu, který je dán pozitivnì de�nitní maticí A , tj.v(i) ? v(j) ; i 6= j () v(i)A v(j)T = 0:Poèáteèní aproximací je bod x(0). Poèáteèní smìr jev0 = r(0) = bT � A x(0)T :7



Odtud podle (12) a (13) je�(0) = v(0) r(0)v(0)A v(0) ; x(1) = x(0) + �(0)v(0)T ; r(1) = r(0) � �(0)A v(0)T :Potom ortogonální vektor v(1) k vektoru v(0) jev(1) = r(1) + �(1) v(0) =) 0 = r(1)A v(0)T + �(1)v(0)A v(0)T�(1) = � r(1)A v(0)Tv(0)A v(0)T ;v(1) = r(1) � r(1)A v(0)Tv(0)A v(0)T v(0):Nyní vypoèítáme�(1) = v(1) r(1)Tv(1)A v(1)T ; x(2) = x(1) + �(1)v(1) ; r(2) = r(1) � �(1)A v(1)T ;atd.Metoda sdru¾ených gradientù po koneènì mnoha krocích (k krocích) dojde k pøesné-mu (a¾ na zaokrouhlovací chyby) øe¹ení. Uká¾eme na pøíkladu. Soustava0@ 4; �1; 0�1; 4; �10; �1; 4 1A0@ xyz 1A = 0@ 2621Amá øe¹ení (1; 2; 1).Podle pøedchozích vzorcù, zvolíme poèáteèní aproximaci x(0) = (0; 0; 0), potomv(0) = r(0) = (2; 6; 2) = 2(1; 3; 1) ; �(0) = 1132x(1) = 1116 (1; 3; 1) ;r(1) = 716 (3;�2; 3) ; �(1) = 49512 ; v(1) = 77256(5;�1; 5) ; �(1) = 1677x(2) = (1; 2; 1):®ádná metoda není univerzální, v¾dy existují pøíklady, na které je ta èi jiná metodanevhodná. Proto se hledají stále dal¹í a dal¹í metody øe¹ení a také podmínky, za kterýchje vhodné metodu pou¾ít. O tom ale v knihách vìnovaných numerickým metodám.
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