
Numerické øe¹ení rovnicepro jednu neznámouZ rovnic f(x) = 0 pro jednu neznámou x umíme najít pøesné øe¹ení u lineárnícha kvadratických rovnic. Z ostatních rovnic pouze u nìkterých speciálních pøípadù.Jejich pøibli¾né øe¹ení mù¾eme najít pomocí kalkulaèky èi poèítaèe, nebo nìkte-rou z numerických metod. Uká¾eme si ètyøi z tìchto metod, u kterých vyu¾ijemevlastností funkcí jedné reálné promìnné.V prvních tøech pøípadech budeme pøedpokládat, ¾e funkce f je na intervaluha; bi spojitá a ryze monotonní a f(a)f(b) < 0. Potom existuje právì jedno øe-¹ení x0 2 (a; b) takové, ¾e f(x0) = 0, které budeme hledat jako limitu, pøípadnìn-tý èlen, sestrojené posloupnosti. Algoritmus konèíme dvìma zpùsoby: buï po-ètem èlenù posloupnosti, nebo dosa¾enou pøesností dvou po sobì jdoucích èlenùposloupnosti. Metoda pùlení intervaluÈíslo x0 budeme hledat postupným pùlením (zmen¹ováním) intervalu ha; bi.1. Urèíme støed x1 = 12(a + b) intervalu ha; bi a hodnotu funkce f v nìm.2. Je-li f(x1) = 0, je x1 koøen rovnice.3. Je-li f(a)f(x1) > 0, oznaèíme a1 = x1, b1 = b, nebo je-li f(a)f(x1 ) < 0,oznaèíme a1 = a, b1 = x1 a zopakujeme krok 1, tj. hledáme støed x2intervalu ha1; b1i.Tak dostáváme posloupnost intervalù a posloupnost jejich velikostí:ha1; b1i ; ja1 � b1j = 12 ja� bj,ha2; b2i ; ja2 � b2j = 122 ja� bj,: : : : : : : : :han; bni ; jan � bnj = 12n ja� bj.Je zøejmé, ¾e limita posloupnosti velikostí intervalù je nulalim jan � bnj = lim 12n ja� bj = 0, a tudí¾liman = lim bn = x0: Metoda seèenSestrojíme posloupnost prùseèíkù seèen grafu funkce f s osou x. Seèna urèenábody [a; f(a)] a [b; f(b)] má rovniciy = f(b) � f(a)b� a (x � a) + f(a), resp. y = f(b) � f(a)b� a (x � b) + f(b).Její prùseèík s osou x jex1 = a� b� af(b) � f(a) f(a), resp. x1 = b� b � af(b) � f(a)f(b).1



Urèíme hodnotu funkce f v bodì x1.1. Je-li f(x1) = 0, je x1 koøenem rovnice f(x) = 0.2. Je-li f(a)f(x1 ) > 0, polo¾íme a1 = x1, b1 = b, je-li f(a)f(x1) < 0, polo¾ímea1 = a, b1 = x1 a postup opakujeme pro interval ha1; b1i.Dostáváme tak posloupnost prùseèíkù seèen grafu funkce f s osou x, její¾ n+1èlen je xn+1 = xn � b � xnf(b) � f(xn)f(xn) ;která zøejmì konverguje k øe¹ení rovnice f(x) = 0.Má-li funkce f na interval (a; b) spojitou derivaci, pakjxn+1 � xnj = ���� b� xnf(b) � f(xn)f(xn)���� = jf(x)jjf 0(c)j ;kde c 2 (a; b). Je-li m minimum funkce f 0, máme pro odhad chyby diferencesousedních èlenù posloupnosti jxn+1 � xnj = 1m jf(x)j.Newtonova metodaVe tøetí metodì pro numerické øe¹ení rovnice f(x) = 0 pro jednu reálnou ne-známou musíme pøedpokládat, ¾e- funkce f je na ha; bi spojitá, ryze monotonní a f(a)f(b) < 0,- f má vlastní derivaci, která je kladná, resp. záporná na ha; bi.Øe¹ení rovnice budeme hledat jako limitu posloupnosti, nebo její n-tý èlen,prùseèíkù teèen grafu funkce f .Teèna grafu funkce f v bodì [a; f(a)], resp. [b; f(b)] má rovniciy = f 0(a)(x � a) + f(a) ; resp. y = f 0(b)(x � b) + f(b) :Za první èlen posloupnosti volíme prùseèík té teèny, který je v intervalu (a; b).Nech» je to napø. x1 = a � f(a)f 0(a) :(Analogicky pro prùseèík x1 = b � f(b)f 0(b) druhé teèny.)Je-li f(x1) = 0, je x1 koøenem rovnice f(x) = 0.Je-li f(x1)f(a) < 0, oznaèíme a1 = a a b1 = x1, je-li f(x1)f(a) > 0, oznaèímea1 = x1 a b1 = b. Na intervalu ha1; b1i urèíme druhý èlen posloupnosti podlerekurentního vzorce xn = xn�1 � f(xn�1)f 0(xn�1) :Existuje-li limita posloupnosti (xn), je øe¹ením rovnice f(x) = 0.2



Iteraèní metodaRovnici f(x) = 0 pøepí¹eme na vhodný iteraèní tvar x = '(x) podle následují-cích podmínek:� funkce ' je de�novaná na ha; bi,� existuje � 2 h0; 1) takové, ¾ej'(x)� '(x0)j � �jx � x0jpro ka¾dé x; x0 2 ha; bi.Potom existuje právì jeden koøen � 2 ha; bi rovnice x = '(x). Iteraèní posloupnostxn = '(xn�1)konverguje k � a platí j�� xnj � �1� � jxn � xn�1j:Má-li funkce ' derivaci na celém ha; bi, potomj'(x) � '(x0)j = j'0(c)(x � x0)j � �jx � x0j:Výhoda iteraèní metody je v tom, ¾e se zaokrouhlovací chyby nehromadí. Ka¾-dou iteraci mù¾eme chápat jako novou poèáteèní aproximaci.Pro rychlej¹í konvergenci lze pou¾ít iteraèní vzorec vy¹¹ího øádu.Iteraèní funkce ' se nazývá funkce r-tého øádu, jestli¾e platí'(x0) = x0 ; '0(x0) = '00(x0) = � � � = '(r�1)(x0) = 0:Iteraèní funkci budeme hledat jako racionální funkci(1) '(x) = x � h1 +A1h+A2h2 + � � �+Ashs1 +B1h+B2h2 + � � �+Bshs ;kde Ai; Bi jsou funkce x. Vyjdeme z Newtonovy iteraèní funkce. Oznaèíme-li h =f(x)f 0(x) , potom vzorec 'N (x) = x � f(x)f 0(x) = x � hdostaneme z (1) volbou s = 0.Pro iteraèní metodu 3. øádu v (1) zvolíme s = 1 a B1 = 0, tj.'(x) = x� h(1 +A1h) ;(2) '0(x) = 1� h0 �A01h2 � 2A1hh0 ;'00(x) = �h00 �A001h2 � 4A01hh0 � 2A1h02 � 2A1hh00:3



Pro funkci h = f=f 0 platíh0 = 1� ff 00f 02 ;h00 = � (f 0f 00 + ff 000)f 0 � 2ff 002f 03 :Postupným dosazováním a úpravami dostávámef(x0) = 0 =) h(x0) = 0 ; h0(x0) = 1 ; h00(x0) = �f 00(x0)f 0(x0)'0(x0) = 0 =) '00(x0) = f 00(x0)f 0(x0) � 2A1(x0) ;'00(x0) = 0 =) A1(x0) = f 00(x0)2f 0(x0) :Dosadíme-li do (2) A1 = f 00(x)=2f 0(x), dostaneme iteraèní vzorec 3. øádu'(x) = x � f(x)f 0(x) � 12 f 00(x)f2(x)(f 0(x)3 :Keplerova rovniceV eliptickém pohybu obì¾nice P kolem Slunce S (ohnisko dráhy a poèátekkartézské i polární soustavy souøadnic, s polární osou x k perihelu), de�nujeme� � = ^(xSP ) je pravá anomálie. Vzhledem k nestejné rychlosti obì¾nicv rùzných bodech dráhy není pravá anomálie úmìrná èasu a de�nuje se� støední anomálie M , tj. oblouk vrcholové kru¾nice eliptické dráhy, kterýby planeta urazila za stejnou dobu, kterou bì¾í �. Støední anomálie je tudí¾úmìrná èasu.� Jako pomocný úhel se de�nuje excentrická anomálie E. Je to úhel prù-vodièe planety ze støedu dráhy od perihela.Vztah mezi pravou a støední anomálii popsal Kepler rovnicíE =M + e sinE;kde e je numerická excentricita dráhy (e2 = (a2� b2)=a2). Pak prùvodiè r planety,vzhledem ke Slunci, je r = a(1 � a cosE);kde a je hlavní poloosa dráhy.Øe¹te Keplerovu rovnici pro dráhu Jupitera (23.8.1996): a = 5:2033AU , e =0:0484 a M = 8�k, k = 1; : : : ; 44. 4


