Numerické reseni rovnice
pro jednu neznamou

Z rovnic f(x) = 0 pro jednu neznamou = umime najit presné reseni u linearnich
a kvadratickych rovnic. Z ostatnich rovnic pouze u nékterych specialnich pripadi.
Jejich priblizné reseni muzeme najit pomoci kalkulacky ¢i poéitace, nebo nékte-
rou z numerickych metod. UkaZeme si ¢tyii z téchto metod, u kterych vyuzijeme
vlastnosti funkci jedné redlné proménné.

V prvnich trech pripadech budeme predpokladat, ze funkce f je na intervalu
(a,b) spojitéa a ryze monotonni a f(a)f(b) < 0. Potom existuje pravé jedno re-
Seni ¢ € (a,b) takové, Ze f(xg) = 0, které budeme hledat jako limitu, pripadné
n-ty ¢len, sestrojené posloupnosti. Algoritmus kondéime dvéma zptsoby: bud po-
¢tem ¢lent posloupnosti, nebo dosazenou presnosti dvou po sobé jdoucich ¢lenti
posloupnosti.

Metoda ptuleni intervalu

Cislo x¢ budeme hledat postupnym ptilenim (zmengovanim) intervalu (a, b).

1. Uréime stied xy = %(a + b) intervalu (a,b) a hodnotu funkce f v ném.

2. Je-li f(x1) =0, je 21 koTen rovnice.

3. Je-li f(a)f(x1) > 0, oznaéime a; = x1, by = b, nebo je-li f(a)f(z1) <0,
ozna¢ime a; = a, by = x; a zopakujeme krok 1, tj. hledame stred w2
intervalu (ay,by).

Tak dostavame posloupnost intervalii a posloupnost jejich velikosti:

<a17bl>7 |al_bl|:%|a—b|7
<a2762>7 |CLZ_Z)2|:21_2|G—Z)|7
<anvbn>7 |Gn—bn|:2%|a—b|

Je ztejmé, ze limita posloupnosti velikosti intervalt je nula
lim |a, — b, | = lim 2%|a — b =0, a tudiz
lima, =limb, = xq.

Metoda secen

Sestrojime posloupnost prusecikti secen grafu funkce f s osou x. Se¢éna urcena

body [a, f(a)] a [b, f(b)] méa rovnici

f(b) - f(a) f(b) - f(a)

y:ﬁ(x—a)—l—f(a),resp.y: P (. —0)+ f(b).
Jeji prusecik s osou z je
b—a b—a

1 = d —

F00) = flay? (@) vesp- a1 = b= gy /)
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Uréime hodnotu funkee f v bodé .
1. Je-li f(z1) =0, je 21 kofenem rovnice f(z) = 0.
2. Je-li f(a)f(x1) > 0, poloZime a1 = x1, by = b, je-li f(a)f(x1) < 0, polozime
a; = a, by = ¥1 a postup opakujeme pro interval (ay, by ).
Dostavame tak posloupnost prisecika secen grafu funkce f s osou x, jejiz n+ 1
¢len je
b— =z,
Tpt1 =Ty —
! T f) = flan)
ktera ziejmé konverguje k feSeni rovnice f(x) = 0.
Mé-1i funkee f na interval (a,b) spojitou derivaci, pak

f(l‘n) ”

|f(2)]
f(e)]

b—zx,

ener = ol = | T )

flan)| =

kde ¢ € (a,b). Je-li m minimum funkce f’, mame pro odhad chyby diference
sousednich ¢lenti posloupnosti |zn11 — n| = =|f(2)].

Newtonova metoda

Ve treti metodé pro numerické feseni rovnice f(x) = 0 pro jednu realnou ne-
znamou musime predpokladat, ze

- funkee f je na (a,b) spojita, ryze monotonni a f(a)f(b) <0,
- f mé vlastni derivaci, kterd je kladné, resp. zaporna na (a, b).

Regeni rovnice budeme hledat jako limitu posloupnosti, nebo jeji n-ty &len,
prusecikt tecen grafu funkce f.

Te¢na grafu funkce f v bodé [a, f(a)], resp. [b, f(b)] mé rovnici
y = f'(a)(x —a) + fla), resp.y = f'(b)(x —b) + f(b).

Za prvni ¢len posloupnosti volime prusecik té teény, ktery je v intervalu (a,b).
Necht je to naprt.
fla)

~ fl(a)

1 = da

f(b)
F'(b)

Je-li f(x1) =0, je 21 kofenem rovnice f(x) = 0.

(Analogicky pro priseéik 1 = b — druhé teény.)

Je-li f(x1)f(a) <0, oznaéime a3 = a a by = w1, je-li f(x1)f(a) > 0, oznaéime
a; = x1 a by = b. Na intervalu (aq,b;) uréime druhy élen posloupnosti podle
rekurentniho vzorce

f(xn—l)

fan-1)

Existuje-li limita posloupnosti (), je feSenim rovnice f(x) = 0.

Tp = Tnpn—-1 —
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Iteraéni metoda

Rovnici f(x) = 0 prepiseme na vhodny iteracéni tvar © = p(a) podle nésleduji-
cich podminek:

e funkce ¢ je definovand na (a,b),
e existuje £ € (0,1) takové, ze

() —p(a’)] < €z — 2]

pro kazdé x,z" € (a,b).

Potom existuje pravé jeden kofen o € (a,b) rovnice x = p(x). Iteraéni posloupnost

Tn = p(tn-1)
konverguje k « a plati

§
1-¢

la — x| < |tn — 2p_1].

Mé-1i funkece ¢ derivaci na celém (a,b), potom

lp(x) — (@) = | (c)(z — ") <z —27).

Vyhoda iterac¢ni metody je v tom, ze se zaokrouhlovaci chyby nehromadi. Kaz-
dou iteraci muzeme chapat jako novou pocateéni aproximaci.

Pro rychlejsi konvergenci lze pouZit iteraéni vzorec vyssiho radu.
Iteracni funkce ¢ se nazyva funkce r-tého radu, jestlize plati

p(r0) = 20, ¢'(20) = ¢"(20) = -+ = " V(20) = 0.
Itera¢ni funkci budeme hledat jako racionalni funkei

14+ Ath+ A+ -+ ARS
14+ Bih + Byh?2 + -+ B,h®’

(1) o) =2 -

kde A;, B; jsou funkce z. Vyjdeme z Newtonovy iteracni funkce. Oznacime-li i =
f(z)
f'(x)

, potom vzorec

f) _
Pl

pn(r) =2 —

dostaneme z (1) volbou s = 0.
Pro iteraéni metodu 3. fadu v (1) zvolime s =1 a By = 0, tj.

(2) plx) =z —h(1+ Aih),
o'(x) =1—N'— A'1h* — 24, R},
o"(x) = —h" — A" h* — 44"\ hh — 2A,R'% — 2A kD",
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Pro funkei h = f/f’ plati

f‘f‘//
o fr2
h// - (f/f// + ff///)f/ _ 2ff//2
- f/3 ’

R=1

Postupnym dosazovanim a tpravami dostavame

flao) =0 = hixo) =0, W(zo) = 1, h"(x0) = _];gj))

o z0) = 0 — o"(x0) = 1) _ 94 (ag),

f'(z0)

S0//(1;0) =0 — Al(l'o) _ QJCJ’C’/((J;;))

Dosadime-li do (2) A; = f"(x)/2f'(«), dostaneme iteraéni vzorec 3. radu

e 1R
P =) Ty (e

Keplerova rovnice

V eliptickém pohybu obéZnice P kolem Slunce S (ohnisko drahy a pocatek
kartézské i polarni soustavy soutadnic, s polarni osou x k perihelu), definujeme

e v = ((xSP) je prava anomalie. Vzhledem k nestejné rychlosti obéZnic
v raznych bodech drahy neni prava anomalie imérna casu a definuje se

e strfedni anomalie M, tj. oblouk vrcholové kruZnice eliptické drahy, ktery
by planeta urazila za stejnou dobu, kterou bézi v. Stredni anomalie je tudiz
umérna casu.

e Jako pomocny thel se definuje excentricka anomalie E. Je to thel pri-
vodice planety ze stfedu drahy od perihela.

Vztah mezi pravou a stredni anomalii popsal Kepler rovnici
E=M+esinFE,

kde e je numerickd excentricita drahy (e? = (a? —b%)/a*). Pak privodié r planety,
vzhledem ke Slunci, je
r=a(l —acosE),

kde a je hlavni poloosa drahy.

Reste Keplerovu rovnici pro drahu Jupitera (23.8.1996): a = 5.2033 AU, ¢ =
0.0484 a M =8°k, k=1,...,44.



