
Interpolaèní funkce a køivkyInterpolaèní funkceProblém. Pro danou funkci f máme její funkèní hodnoty, získané napø. mìøenímnebo komplikovanými výpoèty, v bodech x0; x1; : : : ; xm 2 R. Chceme, na zákla-dì tìchto hodnot, urèit hodnoty funkce i v dal¹ích bodech intervalu hfminxi; i =0; : : : ;mg ; fmaxxi;i = 0; : : : ;mgi.Interpolaèní polynomyOznaème fi = f(xi) pro i = 0; : : : ;m. Víme, ¾e øadu funkcí mù¾eme nahraditpolynomem a dopou¹tíme se pøitom jen malé chyby (Taylorùv polynom). Pøedlo-¾ený problém budeme nejdøíve øe¹it pro pøípad, ¾e f je polynom, budeme mu øíkatinterpolaèní polynom(1) f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � �+ a0:Stupeò polynomu f jsme oznaèili n. Dosazením za x dostáváme rovnice(2) anxni + an�1xn�1i + � � �+ a0 = fi ; i = 0; : : : ;m :Koe�cienty a0; : : : ; an jsou tedy øe¹ením soustavy m+ 1 lineárních rovnic o n+ 1neznámých. Uká¾eme, ¾e tato soustava má pro m = n právì jedno øe¹ení.A. Jednoznaènost. Jsou-li an; : : : ; a0 a a0n; : : : ; a00 dvì øe¹ení soustavy (2), poly-nom (anxn+an�1xn�1+ � � �+a0)� (a0nxn+a0n�1xn�1+ � � �+a00) má n+1 rùznýchkoøenù x0; : : : ; xn. Proto¾e je stupeò polynomu nejvý¹e n, musí být nulový, a tedyanxn + an�1xn�1 + � � �+ a0 = a0nxn + a0n�1xn�1 + � � �+ a00.B. Existence. Úlohu øe¹íme nejdøíve pro fj = 1 a fi = 0, kde i = 0; : : : ; n, i 6= j.Pro ka¾dé j má hledaný polynom, oznaème ho f j , koøeny xi, i = 0; : : : ; n, i 6= j.Je to tedy násobek souèinu koøenových èinitelù. Hledaný polynom tedy je(3) f j(x) = (x � x0) � : : : � (x � xj�1)(x � xj+1) � : : : � (x � xn)(xj � x0) � : : : � (xj � xj�1)(xj � xj+1) � : : : � (xj � xn) :Øe¹ením obecné úlohy, kdy budou f0; : : : ; fn libovolná èísla, bude pak zøejmì po-lynom(4) f(x) = f0f0(x) + � � �+ fnfn(x) :Polynomy (3) se nazývají Lagrangeovy polynomy, polynom (4) se nazýváLagrangeùv interpolaèní polynom.Tím, ¾e jsme na¹li explicitní vyjádøení interpolaèního polynomu, jsme zároveòdokázali jeho existenci. Uká¾eme si je¹tì dal¹í konstrukci interpolaèního polynomupro dané hodnoty x0; : : : ; xn; f0; : : : ; fn. 1



Víme, ¾e mno¾ina v¹ech polynomù stupnì nejvý¹e n tvoøí vektorový prostors operacemi sèítání polynomù a násobení polynomù reálným èíslem. Jakákolivmno¾ina polynomù hi(x), i = 0; : : : ; n, kde stupeò polynomu hi je i, i = 0; : : : ; n,tvoøí (jak se snadno pøesvìdèíme) jeho bázi. Hledaný interpolaèní polynommù¾emetedy hledat ve tvaru lineární kombinace(5)f(x) = a0+a1(x�x0)+a2(x�x0)(x�x1)+� � �+an(x�x0)(x�x1)�: : :�(x�xn�1) :Dosazujeme-li do tohoto polynomu postupnì hodnoty x0; : : : ; xn, dostáváme sou-stavu lineárních rovnic pro a0; : : : ; anf0 = a0f1 = a0 + a1(x1 � x0)f2 = a0 + a1(x2 � x0) + a2(x2 � x0)(x2 � x1)(6) : : : : : : : : :fn = a0 + a1(xn � x0) + � � � + an(xn � x0)(xn � x1) � : : : � (xn � xn�1) :Vyøe¹íme-li tuto soustavu a øe¹ení dosadíme do (5), dostáváme tzv. Newtonùvinterpolaèní polynom.Poznámka. Proto¾e, jak jsme zjistili, je interpolaèní polynom hodnotami x0; : : : ; xn,f0; : : : ; fn urèen jednoznaènì, je Newtonùv interpolaèní polynom stejný jako Lagran-geùv interpolaèní polynom. Li¹í se pouze jejich zápisy.Uveïme si je¹tì jejich výhody a nevýhody:1. Lagrangeùv interpolaèní polynomVýhoda { explicitní vyjádøení bez jakýchkoliv výpoètù.Nevýhody { pøi výpoètu funkèní hodnoty v daném bodì provádíme velkémno¾ství operací; pøidáme-li k hodnotám xi; fi, i = 0; : : : ; n, dal¹í dvojici hod-not xn+1; fn+1, zmìní se ve vyjádøení (4) v¹echny sèítance.2. Newtonùv interpolaèní polynomNevýhoda { nejdøíve je tøeba vyøe¹it soustavu (6) lineárních rovnic.Výhoda { soustava (6) má trojúhelníkovou matici a její øe¹ení je tedy snadné.Pøi výpoètu funkèní hodnoty postupujeme analogicky k výpoètu funkèní hod-noty polynomu Hornerovým schematem. Rovnost (5) za tím úèelem pøepí¹emedo tvaruf(x) = a0+(x�x0)(a1+(x�x1)(a2+(x�x2)(a3+ � � �+(x�xn�1)(an)) : : : ) :Vidíme, ¾e pøi výpoètu funkèní hodnoty interpolaèního polynomu v Lagran-geovì tvaru potøebujeme øádovì kn2 základních operací, zatímco u polynomuv Newtonovì tvaru pouze kn. Dal¹í výhodou Newtonova polynomu je snadnáúprava tvaru (5) pøidáme-li dal¹í dvojici hodnot xn+1; fn+1. V tom pøípadì pøi-byde dal¹í sèítanec an+1(x � x0) � : : : � (x � xn). Soustava (6) se pøitom roz¹íøío jednu rovnici. 2



Spoleènou nevýhodou v¹ech interpolaèních polynomù je jejich sklon k oscilaci.Napø. budou-li èísla xi mít, po øadì, hodnoty 0; 1;�1; 2;�2; 3;�3; 4;�4; 5;�5,a bude-li f0 = 1, f1; : : : ; f10 = 0, vìt¹ina lidí by dané body spojila èarou, naèrtnìte.Pøitom interpolaèní polynom (vyjádøete jej) se od ní podstatnì li¹í.Mù¾eme-li volit hodnoty xi, mù¾eme uvedený nedostatek odstranit tím, ¾e smì-rem k okrajùm intervalu na nìm¾ funkci f zkoumáme, zvolíme èísla xi s malýmrozestupech, tj. ke krajùm hodnoty nahustíme.Jiné øe¹ení dává interpolece spline-funkcí.Kubická spline-funkceFunkci f na intervalu ha; bi aproximujeme funkcí ', která je slo¾ena z kubickýchpolynomických funkcí de�novaných na intervalech hxi; xi+1i, i = 0; 1; : : : ; n � 1,x0 = a, xn = b, tj.'(x) =8>>>>><>>>>>: '0(x) = a0 + b0(x � x0) + c0(x � x0)2 + d0(x � x0)3; x 2 hx0; x1i;'1(x) = a1 + b1(x � x1) + c1(x � x1)2 + d1(x � x1)3; x 2 hx1; x2i;: : :'n�1(x) = an�1 + bn�1(x � xn�1) + cn�1(x � xn�1)2 + dn�1(x � xn�1)3;x 2 hxn�1; xni:Pro polynom ' musíme urèit 4n koe�cientù ai; bi; ci; di, i = 0; 1; : : : ; n�1. K tomupotøebujeme 4n podmínek.Z po¾adavku spojitosti funkce ' a její 1. a 2. derivace na intervalu ha; bi'(xi) = f(xi) ; i = 0; 1; : : : ; n ;(1) 'i(xi+1) = 'i+1(xi+1) ; i = 0; : : : ; n� 2 ;(2) '0i(xi+1) = '0i+1(xi+1) ; i = 0; : : : ; n� 2 ;(3) '00i(xi+1) = '00i+1(xi+1) ; i = 0; : : : ; n� 2(4)dostaneme 4n� 2 podmínek. Dvì zbývající podmínky volíme libovolnì, nejèastìjijako okrajové podmínky, tj. hodnoty 1. resp. 2. derivací v krajních bodech a; bintervalu.Hledané koe�cienty odvodíme za pøedpokladu, ¾e známe 2. derivace funkce 've v¹ech bodech xi, i = 1; : : : ; n � 1, oznaèíme je Mi. Nazývají se momentyspline-funkce. Máme tedy(5) Mi = '00(xi) ; i = 1; : : : ; n� 1:Dále oznaèíme hi = xi+1 � xi ; i = 0; 1; : : : ; n� 1a f(xi) = yi.Vypoèítáme je¹tì derivace polynomù'0i(x) = bi + 2ci(x� xi) + 3di(x � xi)2;'00i(x) = 2ci + 6di(x � xi):3



Nyní z podmínky (1) a pøedpokladu (5) dostanemeai = yi ; ci = 12MiRozepsaná podmínka (4) je2ci + 6dihi = 2ci+1 =) di = 13hi (ci+1 � ci):Neboli di = Mi+1 �Mi6hi :Poslední koe�cienty vypoèítáme z podmínky (2), jeai + bihi + cih2i + dih3i = yi+1:Odtud bi = yi+1 � yihi � hi6 (Mi+1 + 2Mi) :Vzorce pro v¹echny koe�cienty jsme odvodili za pøedpokladu, ¾e známe monen-ty Mi. Abychom tyto momenty urèili, pou¾ijeme podmínku (3), z které úpravoudostaneme soustavu n� 1 rovnic pro n� 1 neznámých M1; : : : ;Mn�1:hiMi + 2(hi + hi+1)Mi+1 + hi+1Mi+2 = 6�yi+2 � yi+1hi+1 � yi+1 � yihi � :Soustava zapsaná v maticovém tvaru je0BBB@ 2(h0 + h1); h1; 0; 0; : : : ; 0h1; 2(h1 + h2); h2; 0; : : : ; 00; h2; 2(h2 + h3); h2; : : : ; 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0; 0; 0; 0; hn�2; 2(hn�2 + hn�1)1CCCA0BBB@ M1M2M3: : : :Mn�11CCCA == 60BBBB@ y2�y1h1 � y1�y0h0y3�y2h2 � y2�y1h1y4�y3h3 � y3�y2h2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :yn�yn�1hn�1 � yn�1�yn�2hn�2 1CCCCA :Matice soustavy je tøídiagonální a øe¹í se Gaussovou eliminaèní metodou.4



Parametrizace køivek polynomyTato èást doplòuje látku o køivkách o základní informace o køivkách, jejich¾souøadnicové funkce jsou polynomy.Fergusonova kubikaKa¾dou úseèku AB lze popsat bodovou funkcíX(t) = A+ tu ; t 2 h0; 1i;kde u = B �A. Souøadnicové funkce úseèky jsou lineární funkce.Uva¾ujme parabolický oblouk s krajními body A;B a teènými vektory a;b vnich. Souøadnicové funkce paraboly jsou kvadratické funkce. Ka¾dou kvadratic-kou funkci mù¾eme psát jako lineární kombinaci elementárních polynomù 1; t; t2.Potom budeme hledat (v jisté analogii k úseèce) bodovou funkci parabolickéhooblouku ve tvaru X(t) = A + tu+ t2v ; t 2 h0; 1i;tj. budeme hledat vyjádøení vektorù v a v pomocí bodù A;B a vektorù a;b.Pøedev¹ím musí být X(0) = A a X(1) = B. Odtud dostáváme jednu podmínkupro hledané vektory: u+v = B�A. Derivace bodové funkce X podle t je X 0(t) =u+ 2tv. Její hodnota pro t = 1 je a a pro t = 1 to je b, tedyu = a ; u+ 2v = b =) v = 12(b� a):Potom rovnice parabolického oblouku je tvaruX(t) = A +�t� t22 �a+ t22 b:Pøidáme-li k rovnici pro parabolický oblouk dal¹í èlen t3w, bude bodovou funkcíX(t) = A+ tu+ t2v + t3w ; t 2 h0; 1iurèen oblouk kubické køivky, který se nazývá Fergusonova kubika, pøitom bodyA;B jsou krajními body oblouku a teèné vektory v nich jsou a a b. Opìt musímevyjádøit vektory u;v;w pomocí bodù A;B a vektorù a;b. Pøedev¹ím platí:X(0) = A ; X(1) = A+ u+ v+w = B:Odtud dostáváme jednu podmínku pro hledané vektoryu+ v+w = B �A:Derivace bodové funkce X kubiky podle t je X 0(t) = u+2tv+3t2w a její hodnotyv krajních bodech oblouku jsouX 0(0) = u = a ; X 0(1) = u+ 2v + 3w = b:5



Potom v = 3(B �A)� 2a� b ; w = 2(A�B) + a+ b:Potom bodová funkce Fergusonovy kubiky má tvarX(t) = A(2t3 � 3t2 + 1) +B(�2t3 + 3t2) + a(t3 � 2t2 + t) + b(t3 � t2):Body A;B urèují polohu kubiky. Vektory a;b urèují míru vyklenutí kubiky. Proa = b = o je køivka úseèkou AB.Kubické funkce v bodové rovnici Fergusonovy kubiky se nazývají Hermitovypolynomy1Zobecnìní Fergusonovy kubikyAnalogicky k pøedchozímu vezmeme n vektorù a1; : : : ;an, potom bodovou funk-cí X(t) = A + ta1 + t2a2 + � � �+ tnan ; t 2 h0; 1ije urèen oblouk køivky n{tého stupnì.Tuto rovnici mù¾eme pøepsat pomocí matic(x(t) ; ; y(t) ; z(t)) = (tn ; tn�1 ; : : : ; t ; 1)0BBB@ an1 an2 an3an�1 1 an�1 2 an�1 3: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :a11 a12 a13a1 a2 a3 1CCCA :Matici (n+ 1)� 3 mù¾eme pøepsat v souèin dvou matic, a to ètvercové matice B ,která je (n + 1){øádu a matici G typu (n + 1) � 3. Matice B se nazývá bázovámatice a matice G se nazývá geometrický vektor. Øádky matice G jsou urèujícíbody a vektory køivky. Význam tohoto zápisu uká¾eme pro parabolický oblouk zpøíkladu 1 (x(t) ; y(t)) = (t2 ; t ; 1) = 0@ 0 �12 120 1 01 0 01A0@Aab1Aa Fergusonovì kubice(x(t) ; y(t) ; z(t)) = (t3 ; t2 ; t ; 1) = 0B@ 2 �2 1 1�3 3 �2 �10 0 1 01 0 0 0 1CA0B@ABab1CA :Pøíèková konstrukce parabolického obloukuBodovou rovnici úseèky mù¾eme psát ve tvaruX(t) = (1� t)A + tB ; t 2 h0; 1i;1Chaarles Hermite, 1822 { 1901, fr. matematik, dokázal mj., ¾e èíslo e není algebraické, pra-coval v oblasti matematické analýzy { Hermitova èísla, Hermitovy formy6



tj. jako lineární kombinaci pouze bodù. Analogicky k tomuto vyjádøení napí¹emebodovou rovnici parabolického oblouku pomocí krajních bodùA;C oblouku a boduB, který je spoleèným bodem teèen oblouku v bodech A;BX(t) = (1� t)2A + 2t(1� t)B + t2C ; t 2 h0; 1i:Dosazením za t 0 a 1 se pøesvìdèíme, ¾e X(0) = A;X(1) = C, tj. body A;C jsouskuteènì krajními body oblouku. Derivace bodové funkce X podle parametru t jeX 0(t) = �2(1�t)A+2(1�2t)B+2tC. PotomX 0(0) = 2(B�A) aX 0(1) = 2(C�B),tedy bod B je prùseèíkem teèen parabolického oblouku v krajních bodech A;B.Upravíme-li dále bodovou rovnici a teèný vektor X 0(t) parabolického obloukuna tvarX(t) = (1 � t)((1 � t)A + tB) + t((1 � t)B + tC) = (1 � t)K(t) + tL(t);X 0(t) = �2((1 � t)A + tB) + 2((1 � t)B + tC) = 2(L(t) �K(t));dostáváme známou pøíèkovou konstrukci pro parabolu.Bézierova kubikaAnalogicky k pøedchozímu uva¾ujme ètveøici bodù P0 ; P1 ; P2 ; P3 a utvoøímejejich lineární kombinaciX(t) = �(t)P0 + �(t)P1 + (t)P2 + �(t)P3 ; t 2 h0; 1i;kde �(t) + �(t) + (t) + �(t) = 1:V¹imneme-li si blí¾e koe�cientù v pøedchozích lineárních kombinacé pro úseèkua parabolu, vidíme, ¾e pokud bychom zvolili koe�cienty �(t); �(t); (t); �(t) jakoèleny binomického rozvoje ((1 � t) + t)3, bude potom jejich souèet 1. FunkceB0(t) = (1� t)3 ; B1(t) = 3(1� t)2t ; B2(t) = 3(1 � t)t2 ; B3(t) = t3se nazývají Bernsteinovy kubické polynomy. Køivka urèená bodovou funkcíX(t) = (1� t)3P0 + 3(1� t)2tP1 + 3(1� t)t2P2 + t3P3 ; t 2 h0; 1i;se nazývá Bézierova kubika. V maticovém zápisu má rovnice tvarX(t) = (t3 ; t2 ; t ; 1)0B@�1 3 �3 13 �6 3 0�3 3 0 01 0 0 01CA0B@P0P1P2P31CA ;krátce X(t) = (t3; t2; t; 1)B G . Uká¾eme si geometrický význam bodù P0; : : : ; P3:zøejmì X(0) = P0 a X(1) = P3 jsou krajní body oblouku. Derivace bodové funkceX podle t je X 0(t) = (3t2; 2t; 1; 0)B G a její hodnoty v krajních bodech intervalujsou X 0(0) = 3(P1 � P0) ; X 0(1) = 3(P3 � P2):7



Uká¾eme si je¹tì konstrukci dal¹ích bodù kubiky. Proto její rovnici upravíme:X(t) = [(1� t)P0 + tP1](1� t)2 + 2[(1� t)P1 + tP2](1� t)t+ [(1� t)P2 + tP3]t2;X(t) = [(1� t)Q0 + tQ1](1� t) + [(1� t)Q1 + tQ2]t;X(t) = (1 � t)R0 + tR1:kde jsme oznaèiliQ0 = (1 � t)P0 + tP1 ; Q1 = (1� t)P1 + tP2 ; Q2 = (1 � t)P2 + tP3 ;R0 = (1 � t)Q0 + tQ1 ; R1 = (1� t)Q1 + tQ2:Výsledek shrneme v algoritmus, který se nazývá algoritmus De Casteljau: prolibovolné t 2 h0; 1i existují1. body Q0; Q1; Q2 po øadì na úseèkách P0P1; P1P2; P2P3,2. body R0; R1 po øadì na úseèkách Q0Q1; Q1Q2,3. bod X(t) je na úseèce R0R1.Volba øídicího polygonu P0P1P2P3 mìní tvar køivky.Coonsova kubikaPøi volbì funkcí �; �; ; �, z pøedchozího pøíkladu, ve tvaru�(t) = 16(1�t)3 ; �(t) = 16(4�6t2+3t3) ; (t) = 16(1+3t+3t2�3t3) ; �(t) = 16t3;dostáváme Coonsovu kubikuX(t) = 16(t3 ; t2 ; t ; 1)0B@�1 3 �3 13 �6 3 0�3 0 3 01 4 1 01CA0B@P0P1P2P31CA :Hodnota funkce X pro t = 0 a t = 1 jeX(0) = 16(P0 + 4P1 + P2) ; X(1) = 16(P1 + P2 + P3):Coonsova kubika neprochází ¾ádným z bodù P0; : : : ; P3. Vyjádøení bodu X(0)upravíme X(0) = 13 P0 + P22 + 23 = P1 13S + 23P1;kde jsme S oznaèili støed dvojice bodù P0P2. Odtud dostávámeX(0) � S = 23(P1 � S):Tedy poèáteèní bod kubiky je v antitì¾i¹ti trojúhelníku P0P1P2. Analogicky bychomukázali, ¾e koncový bod X(1) kubiky je antitì¾i¹tì trojúhelníku P1P2P3. Koncovébody oblouku kubiky le¾í v trojúhelnících, které mají jednu stranu spoleènou, taje urèena vnitøními body øídicího polygonu. Zøejmì pokud budeme chtít na danýoblouk napojit dal¹í oblouk, zøejmì staèí pøidat dal¹í bod P4.Je¹tì vypoèteme teèné vektory v krajních bodech oblouku kubiky. Derivacebodové bunkce X je _X(t) = 16 (3t2; 2t; 1; 0)BG . PotomX 0(0) = 12(P2 � P0) ; X 0(1) = 12(P3 � P1):8


