Interpolac¢ni funkce a krivky

Interpolaéni funkce

Problém. Pro danou funkci f mame jeji funkcéni hodnoty, ziskané napr. mérenim

nebo komplikovanymi vypocty, v bodech xg,x1,...,2, € R. Chceme, na zakla-
dé téchto hodnot, urcit hodnoty funkce i v dalsich bodech intervalu ({minx;;i =
0,...,m}, {maxua;;

i=0,...,m}).

Interpolaéni polynomy

Oznaéme f; = f(a;) proi = 0,...,m. Vime, ze fadu funkel miZeme nahradit
polynomem a dopoustime se pritom jen malé chyby (Taylortv polynom). Predlo-
zeny problém budeme nejdiive fesit pro pripad, ze f je polynom, budeme mu fikat
interpolac¢ni polynom

(1) flz) —apr” +ap_12" -+ ao.
Stupen polynomu f jsme oznacili n. Dosazenim za = dostavame rovnice
(2) an:zj?—l—an_lx?_l—l—---—l—aozfi, i=0,...,m.

Koeficienty ag, ..., a, jsou tedy resenim soustavy m + 1 linearnich rovnic o n + 1
neznamych. Ukazeme, Ze tato soustava ma pro m = n pravé jedno reseni.

A. Jednoznaénost. Jsou-liay,,...,ap adl,, ..., al dvé reseni soustavy (2), poly-
nom (an,x™ + Q1" T4 ap) — (al, 2™+ al x4 al) man+1 riznych
korenti xq, ..., x,. Protoze je stupen polynomu nejvyse n, musi byt nulovy, a tedy

anx™ + apn_1x" M+ tag=dx" +ad, 2" 4+ 4 al).

B. Existence. Ulohu fesfme nejdiive pro fi =1 a f; =0, kdei =0,...,n,i # j.

Pro kaZdé j ma hledany polynom, oznac¢me ho f;, kofeny x;, i = 0,...,n, i # j.
Je to tedy nasobek soucinu korenovych cinitelii. Hledany polynom tedy je

— (o)) (e =) (0 — )
(3) filz) = (xj—wo) .. (zj—wjo1 )@y —ajgr) oo (2 —an)

Resenim obecné tlohy, kdy budou fo., ..., f, libovolna ¢isla, bude pak ziejmé po-
Iynom

(4) fla) = fofolx) + -+ fufu(2).

Polynomy (3) se nazyvaji Lagrangeovy polynomy, polynom (4) se nazyva
Lagrangeuv interpola¢ni polynom.

Tim, Ze jsme nasli explicitni vyjadieni interpola¢niho polynomu, jsme zaroven
dokazali jeho existenci. Ukazeme si jesté dalsi konstrukei interpolaéniho polynomu
pro dané hodnoty g,...,2n, fo,.., fn-



Vime, ze mnozina vSech polynomu stupné nejvyse n tvori vektorovy prostor
s operacemi s¢itani polynomu a néasobeni polynomu redlnym c¢islem. Jakékoliv
mnozina polynomi h;(x), i =0,...,n, kde stupenr polynomu h; je i, i =0,...,n,
tvori (jak se snadno presvédéime) jeho bazi. Hledany interpolaéni polynom mutZzeme
tedy hledat ve tvaru linearni kombinace
(5)
flz) =aotar(x—xg)F+az(x—xo)(x—x1)+-Fap(x—xo)(x—21). . .- (T —2p_1).

Dosazujeme-li do tohoto polynomu postupné hodnoty zo, ..., x,, dostavame sou-
stavu linearnich rovnic pro ag, ..., a,
Jo=ao

fi =ao + a1(x1 — xo)

f2 =ao + a1(x2 — x0) + az(a2 — x0)(x2 — 1)

fn=ao+a(vn —x0) + - +an(vn —20)(Tn —21) . (Tn — Tn-1).

Vyfesime-li tuto soustavu a Feseni dosadime do (5), dostavame tzv. Newtonuv
interpolac¢ni polynom.

Poznamka. Protoze, jak jsme zjistili, je interpolacni polynom hodnotami xq, . .., &y,
fos- .., fn urcen jednoznacné, je Newtontv interpolacni polynom stejny jako Lagran-
getiv interpolacni polynom. Lisi se pouze jejich zapisy.

.......

1. Lagrangeuv interpolac¢ni polynom
Vyhoda — explicitni vyjadieni bez jakychkoliv vypoéta.
Nevyhody — pii vypocétu funkéni hodnoty v daném bodé provadime velké
mnozstvi operaci; pridame-li k hodnotam z;, f;, i = 0, ..., n, dalsi dvojici hod-
not Tpt1, fnt1, zmeéni se ve vyjadieni (4) vSechny scitance.

2. Newtonuv interpolaéni polynom
Nevyhoda — nejdiive je tfeba vyfesit soustavu (6) linedrnich rovnic.
Vyhoda — soustava (6) ma trojuhelnikovou matici a jeji feSeni je tedy snadné.
Pri vypocétu funkéni hodnoty postupujeme analogicky k vypocétu funkéni hod-
noty polynomu Hornerovym schematem. Rovnost (5) za tim éelem piepiseme
do tvaru

flz)=ao+(xr—xo)(a1 +(x —a1)(as+ (2 —x2)(as + -+ (x —xpn—1)(an))...).

Vidime, ze pii vypoctu funkéni hodnoty interpola¢niho polynomu v Lagran-
geové tvaru potiebujeme fadové kn? zakladnich operaci, zatimeo u polynomu
v Newtonové tvaru pouze kn. Dalsi vyhodou Newtonova polynomu je snadné
Uprava tvaru (5) pridame-li dalsi dvojici hodnot @41, fnt1. V tom piipadé pri-
byde dalsi séitanec an41(x — x9) - ... (¥ — xy). Soustava (6) se pfitom rozsii
o jednu rovnici.



Spole¢nou nevyhodou vsech interpolac¢nich polynomi je jejich sklon k oscilaci.
Napt. budou-li ¢isla z; mit, po radé, hodnoty 0,1,—1,2,—-2.3,—3,4, —4,5, -5,
abude-li fo =1, f1,..., fio = 0, vétsina lidi by dané body spojila ¢arou, nacrtnéte.
Pritom interpola¢ni polynom (vyjadrete jej) se od ni podstatné lisi.

Muazeme-li volit hodnoty z;, miiZzeme uvedeny nedostatek odstranit tim, ze smé-
rem k okrajim intervalu na némz funkci f zkoumame, zvolime ¢isla x; s malym
rozestupech, tj. ke krajim hodnoty nahustime.

Jiné reseni dava interpolece spline-funkei.

Kubicka spline-funkce
Funkei f na intervalu (a, b) aproximujeme funkei o, kterd je sloZena z kubickych

polynomickych funkei definovanych na intervalech (x;,x;41), ¢ = 0,1,...,n — 1
x9 =a, t, = b, t].

Y

wo(x) = ag + bo(z — 20) + co(x — 20)* + do(z — 20)?, @ € (0, 21),
v1(x) =a;+bi(z —a1)+a(r—a1)? +di(z —x1)?, v € (x1,22),
ple) =
en-1(2) =ap_1+bn1(z —wno1) + cno1(@ — 2po1)? 4+ dnoi (v — 2no1)?,
T € (Xp_1,Tn).
Pro polynom ¢ musime urcit 4n koeficientti a;, b;, ¢;,d;, 1 =0,1,...,n—1. K tomu

potrebujeme 4n podminek.
Z pozadavku spojitosti funkce ¢ a jeji 1. a 2. derivace na intervalu (a,b)

(1) p(wi) = flai), i=0,1,...,n,

(2) ei(Tit1) = pir1(Tip1), 1=0,...,n =2,
(3) pi(zit1) = @i (ipr), i=0,...,n =2,
(4) " i(xip1) = ¢ ip1(zip), i=0,...,n =2

dostaneme 4n — 2 podminek. Dvé zbyvajici podminky volime libovolné, nejcastéji
jako okrajové podminky, tj. hodnoty 1. resp. 2. derivaci v krajnich bodech a,b
intervalu.

Hledané koeficienty odvodime za predpokladu, ze zname 2. derivace funkce ¢
ve vsech bodech x;, 1 = 1,...,n — 1, oznac¢ime je M;. Nazyvajl se momenty
spline-funkce. Mame tedy

(5) M;=¢"(z;), i=1,...,n—1.

Dale oznadéime

hi=xi41—2;,1=0,1,....n—1

a f(xz;) =y
Vypoéitame jesté derivace polynomu
oi(x) = b; + 2¢i(x — ;) + 3d;(x — l’i)z,
o"i(x) = 2¢; + 6di(x — ;).



Nyni z podminky (1) a predpokladu (5) dostaneme

Rozepsana podminka (4) je

Neboli

1Mi

a; =Yi, ¢; =3

2¢; + 6d;h; = 2¢c;11 = d; =

3h;

d; =

My — M;

6h;

Posledni koeficienty vypoditdme z podminky (2), je

Odtud

a; + bih; + cih? + dih? = yiq1.

1
—(Ci—l—l — Cl').

7

b, — JiHl — Y

h;

6

h;
— — (M1 +20M;) .

Vzorce pro vsechny koeficienty jsme odvodili za predpokladu, ze zname monen-

ty M;. Abychom tyto momenty urd¢ili, pouzijeme podminku (3), z které upravou

dostaneme soustavu n — 1 rovnic pro n — 1 neznamych My, ...

hiM; +2(hi + hig1)Miv1 + hivai My =6 <

Soustava zapsana v maticovém tvaru je

2(ho + h1), hi,
hi, 2(hy + ha),
07 h27
0, 0,
Y2—¥1 _ ¥Y1—¥Yo
hq ho
Ys—yYo> _ Ya2—4Yi
ho hq
=06 Ya—Ys _ Ys—y2
3 2
Yn —Yn—1 Yn—1—"Yn—2
hn—l hn—2

0, 0,
h27 07
2(hz + h3), ha,
0, 0,

,Mn_ll
Yi+2 — Yit1 N Yi+1 — Yi
Piva hi '
., 0
., 0
., 0
hn—27 Q(hn—Z + hn—l)

Matice soustavy je tfidiagonalni a resi se Gaussovou eliminacéni metodou.

My
M,
M;

Mn—l



Parametrizace kiivek polynomy

Tato ¢ast doplhuje latku o kfivkach o zakladni informace o krivkach, jejichz
soutadnicové funkce jsou polynomy.

Fergusonova kubika
Kazdou tsecku AB lze popsat bodovou funkei

X(t)=A+tu, te(0,1),

kde u = B — A. Souradnicové funkce tisecky jsou linearni funkce.

Uvazujme parabolicky oblouk s krajnimi body A, B a tecnymi vektory a,b v
nich. Souradnicové funkce paraboly jsou kvadratické funkce. Kazdou kvadratic-
kou funkei mfizeme psat jako linedrni kombinaci elementarnich polynomt 1,¢,¢2.
Potom budeme hledat (v jisté analogii k tseéce) bodovou funkei parabolického
oblouku ve tvaru

X(t)y=A+tut+t’v, tc(01),

tj. budeme hledat vyjadreni vektori v a v pomoci bodi A, B a vektortu a, b.

Predevsim musi byt X(0) = A a X(1) = B. Odtud dostavame jednu podminku
pro hledané vektory: u+v = B — A. Derivace bodové funkce X podle ¢ je X'(t) =
u + 2tv. Jeji hodnota prot =1 je a a prot =1 to je b, tedy

1
u=a, ut+2v=>b = V:§(b—a).

Potom rovnice parabolického oblouku je tvaru
t? t?
X(t)=A4 t— — —b.
W =d+ (-5 )a+ 5

Pridame-li k rovnici pro parabolicky oblouk dalsi ¢len 3w, bude bodovou funkei
Xt)y=A+tut+t*v+t*w, t€(0,1)
uréen oblouk kubické ktivky, ktery se nazyva Fergusonova kubika, pritom body
A, B jsou krajnimi body oblouku a te¢né vektory v nich jsou a a b. Opét musime
vyjadrit vektory u, v, w pomoci bodi A, B a vektori a, b. Predevsim plati:
X0)=A4, X(1)=A+u+v+w=B8.
Odtud dostavame jednu podminku pro hledané vektory

ut+v+w=pb-—A

Derivace bodové funkce X kubiky podle ¢ je X'(t) = u+ 2tv + 3t*w a jeji hodnoty
v krajnich bodech oblouku jsou

X'0)=u=a, X'(1)=u+2v+3w=h.
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Potom

v=3B—-A)—2a—-b, w=2A-B)+a+bh.

Potom bodova funkce Fergusonovy kubiky ma tvar
X(t) = A(2t* =3t + 1) + B(—2t* + 3t*) + a(t® — 2t* + 1) + b(¢* — %).

Body A, B urcuji polohu kubiky. Vektory a, b uréuji miru vyklenuti kubiky. Pro
a =b = o je kiivka tseckou AB.

Kubické funkce v bodové rovnici Fergusonovy kubiky se nazyvaji Hermitovy
polynomy!

Zobecnéni Fergusonovy kubiky
Analogicky k predchozimu vezmeme n vektort ay, ..., a,, potom bodovou funk-
ci

X(t)=A+ta +t*ag+ - +t"a,, tc(0,1)

je urcen oblouk krivky n—tého stupné.
Tuto rovnici miZeme prepsat pomoci matic

(x(t), ,y(t), 2(t) = (", "7 ot D)

Matici (n 4 1) x 3 miZzeme prepsat v soué¢in dvou matic, a to étvercové matice B,
ktera je (n + 1)—fadu a matici G typu (n + 1) x 3. Matice B se nazyva bazova
matice a matice G se nazyva geometricky vektor. Radky matice G jsou uréujici
body a vektory krivky. Vyznam tohoto zapisu ukazeme pro parabolicky oblouk z
prikladu 1

A

a

b

1
2

S O

0
(x(t), y(t) = (", t,1)={0 1
10

a Fergusonové kubice

2 -2 1 1 A

_ (43 42 -3 3 -2 -1 B
(a(t), y(t), =) =&, £, 0. )= 7 o 7, ]
1 0 0 b

Prickova konstrukce parabolického oblouku
Bodovou rovnici tisecky muzeme psat ve tvaru

X(t)=(1—-t)A+tB, te(0,1),

IChaarles Hermite, 1822 — 1901, fr. matematik, dokézal mj., Ze &islo e neni algebraické, pra-
coval v oblasti matematické analyzy — Hermitova ¢isla, Hermitovy formy



tj. jako linearni kombinaci pouze bodt. Analogicky k tomuto vyjadieni napiseme
bodovou rovnici parabolického oblouku pomoci krajnich boda A, C' oblouku a bodu
B, ktery je spole¢nym bodem tecen oblouku v bodech A, B

X(t)=(1—-t)*A+2t(1 - t)B +t*C, tc{0,1).

Dosazenim za t 0 a 1 se presvédéime, ze X(0) = A, X (1) = C, tj. body A, C jsou
skutecné krajnimi body oblouku. Derivace bodové funkce X podle parametru ¢ je
X'(t) = =2(1-t)A+2(1-2t)B+2tC. Potom X'(0) =2(B—A) a X'(1) = 2(C—B),
tedy bod B je prusecikem tecen parabolického oblouku v krajnich bodech A, B.

Upravime-li déle bodovou rovnici a teény vektor X'(¢) parabolického oblouku
na tvar

X(H) = (1 —t)(1 = )A +tB) + (1 — )B +1C) = (1 — t)K(t) +tL(t),
X'(t) = —2((1 — )A + tB) + 2((1 — #)B +tC) = 2(L(t) — K (1)),

dostavame znamou prickovou konstrukei pro parabolu.

Bézierova kubika
Analogicky k predchozimu uvazujme ¢tverici boda Py, Py, P, Ps a utvorime
jejich linearni kombinaci

X(t)=a(t)Po+ Bt)Py +~v(t)Py +6(t)Ps, te(0,1),

kde
a(t) +B(t) ++(t) +6(t) = 1.

Vsimneme-li si blize koeficientti v predchozich linearnich kombinacé pro tsecku

a parabolu, vidime, ze pokud bychom zvolili koeficienty a(t), 5(¢),~(¢),d(t) jako

¢leny binomického rozvoje ((1 —t) + ¢)*, bude potom jejich soudet 1. Funkce
Bo(t)=(1—1)°, Bi(t)=3(1—1t)*, Bs(t)=3(1—-1t)t*, Bs(t)="t"

se nazyvaji Bernsteinovy kubické polynomy. Kiivka urcena bodovou funkci

X)) =1 =t)*Py+3(1 —t)*tP, +3(1 —t)t* P, + t*P5, t<€(0,1),

se nazyvéa Bézierova kubika. V maticovém zapisu ma rovnice tvar

-1 3 -3 1 Py

(43 2 3 -6 3 0 Py
X(t)_(t i 7t71) _3 3 0 0 P2 9

1 0 0 0 Ps

kratce X (¢) = (#*,%,¢,1)BG. Ukazeme si geometricky vyznam bodd Py,..., Ps:
ziejmé X (0) = Py a X(1) = Ps jsou krajni body oblouku. Derivace bodové funkce
X podle t je X'(t) = (3t*,2¢,1,0)BG a jeji hodnoty v krajnich bodech intervalu
jsou

X'(0)=3(P— Py), X'(1)=3(Ps — ).



Ukazeme si jesté konstrukei dalsich boda kubiky. Proto jeji rovnici upravime:
X(t)=[(1—=t)Py +tP (1 —t)* + 2[(1 — )Py +tP)(1 — t)t + [(1 — t) Py + tP3]t?,
X(t) = [(1 = #)Qo +tQ1](1 = 1) + [(1 = 1)Q1 +tQs]t,
X(t) =(1—t)Ro +tR;.
kde jsme oznadcili
Qo=(1-tFPo+tP, Qi=1—-t)Pi+tP, Qy=(1—1t)P,+1tPs,
Ro=(1-t)Qo+1tQ1, Ry =(1-1t)CQ1+1Q:.

Vysledek shrneme v algoritmus, ktery se nazyva algoritmus De Casteljau: pro
libovolné t € (0, 1) existuji

1. body Qo, Q1,2 po fadé na tseckach PyPy, Py Py, P, Ps,

2. body Ry, R1 po fadé na tseckach QoQ1,Q1Q2,

3. bod X (t) je na tseéce RoR;.

Volba tidiciho polygonu Py P P, P; méni tvar kiivky.

Coonsova kubika
P#i volbé funkei «, 3,7, d, z predchoziho piikladu, ve tvaru

1 1 1 1
alt) = 6(1—t)3 , B(t) = 6(4—6t2—|—3t3) , () = 6(1—|—3t—|—3t2—3t3) , 0(t) = 6t3,
dostédvame Coonsovu kubiku

-1 3 -3 1 Py

1.3 3 -6 3 0 P
X(t)_g(t ) 1 7t71) -3 0 3 0 P,
1 4 1 0 P

Hodnota funkce X prot=0at =1 je
1 1
X(0) = o(Po +4P + o), X(1) = (P + Py + P).

Coonsova kubika neprochézi zadnym z bodd P,...,Ps;. Vyjadieni bodu X(0)
upravime

1Phh+P, 2 1 2
X(0) == —=P-5S+-P
O =37 Fg=N3z5T3h
kde jsme S oznacili stied dvojice boda Py P,. Odtud dostavame
2

Tedy poc¢atecni bod kubiky je v antitézisti trojihelniku Py Py P;. Analogicky bychom
ukéazali, Ze koncovy bod X (1) kubiky je antitézisté trojihelniku Py Py Ps. Koncové
body oblouku kubiky lezi v trojahelnicich, které maji jednu stranu spole¢nou, ta
je urcena vnitinimi body fidicitho polygonu. Zrejmé pokud budeme chtit na dany
oblouk napojit dalsi oblouk, zfejmé staéi pridat dalsi bod Py.

Jesté vypocteme tecné vektory v krajnich bodech oblouku kubiky. Derivace

bodové bunkce X je X(t) = é(?)tz, 2t,1,0)BG. Potom
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