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Uvod

Posloupnost realnych ¢isel je pravidlo, které kazdému prirozenému ¢islu priradi néja-
ké realné ¢islo. Presnéji feceno, je to zobrazeni mnoziny N prirozenych ¢isel do mnoziny
R vsech realnych ¢isel. Analogicky miZzeme definovat 1 posloupnosti jinych matematic-
kych objekti. Jestlize kazdému n € N prifadime bod, dostavame posloupnost bodi,
prifadime-li mu realnou funkeci, dostavame posloupnost realnych funkci.

U posloupnosti funkei budeme predpokladat, ze vSechny funkce v posloupnosti maji
stejny defini¢ni obor D, D C R. Posloupnost funkei fi, f2, f3,... obvykle zapisujeme
jako jsme zapisovali posloupnosti redlnych éisel, tj. {f1, f2, f3,. .- }, nebo {fn 1729,
bo jenom {f,}. TudiZ je-li {f1, f2,f5,...} posloupnost funkei s definiénim oborem D),
dostaneme pro kazdé x € D posloupnost redlnych ¢isel {fi(x), f2(x), f3(x),... }. Ma-li
pro x € D tato posloupnost limitu f(x), piseme

fl@) = lim fa(x),

n—+4oo

ne-

nebo jenom f(x) = lim f,(z). Rikdme, 7e posloupnost funkci {f,} konverguje
v bodé z. Jestlize konverguje pro kazdé « € D, rikame, ze ma za limitu funkei f nebo,
7e posloupnost funkci {f,} konverguje k funkci f.

Je-li na mnoziné D C R definovana funkce f a posloupnost funkei {f,}, fikdme, Zze
posloupnost funkei {f,} konverguje stejnomérné k funkci f, jestlize ke kazdému
e € R, e > 0, existuje ng € N tak, zZe pro kazdé n > ng lezi graf funkce f,, v e-okoli
(e-pésu, kiivoc¢ary pas ohrani¢uji funkce f + ¢ a f — ¢) grafu funkee f.

Funkéni radou nazveme posloupnost funkei zapsanou ve tvaru symbolického souétu

fil@) + fal@) + folz) + ...,

nebo také

+oo

Funkci
Su(x) = fi(x) + f2(@) + -+ + falx)

nazyvame n-tym c¢asteénym souctem funkéni rfady. Pokud existuje vlastni limita
fle) = lim Sn()

posloupnosti Sy(x), Sa(x),... ¢asteénych souétl, nazyvame ji souc¢tem funkéni fady,
piseme

+oo

a tikame, Ze funkéni Fada konverguje v bodé = a mé soucet f(x). Je-li tato limita
nevlastni, fikame, Ze fada diverguje. I v pripadé, Ze limita posloupnosti n-tych ¢as-
teénych soucti neexistuje, rikame, ze rada diverguje, nebo také fikame, ze rada osciluje.
Mnozina vsech z, pro které funkéni rada konverguje, se nazyva obor konvergence.

Jestlize posloupnost ¢asteénych souctit konverguje na D stejnomérné k funkei f, 7i-
kame, Ze funkéni fada konverguje stejnomérné k funkei f.



Priklad 1. Geometricka fada. Rada

+oo
Ltaota?+-ta" =) 2" (1)

n=0

je geometricka rada, x # 0 se nazyva kvocient geometrické fady. K fadé (1) napiseme
soucet prvnich n ¢lenti

Sn(:z:)zl—l—:z:—l—xz—l—---—l—x"_l. (2)

Je-li = 1, je Sy,(1) = n posloupnost s nevlastni limitou, rada diverguje.

Pro x = —1 je S,(=1) = (=1)" pro n sudé rovno 1 a pro n liché je rovno —1. Tedy
limita posloupnosti {S,(—1)} neexistuje, rada osciluje.

Pro |z| # 1 od souctu (2) odecteme jeho x-néasobek (pro x # 0), potom

1_ n
Sp(z) —2Sp(z) =1—2a" = S,(x) = I .
—x
Protoze
=0, pro |z| < 1,
limz"<¢ = o0, prox > 1,

neexistuje, prozr < —1,

pro |x| < 1 ma posloupnost {S,(x)} limitu

lim S,(z)= !

n—+oco 1—a

(3)

Konecna limita posloupnosti n-tych ¢astecnych soucti (2) geometrické rady je jejim
souctem. Piseme

1 =2
1_x:Zx",|x|<1. (4)
n=0

Graf funkce z (3) je ¢asti rovnoosé hyperboly pro || < 1.

Priklad 2. Taylorova rada. Ma-Ii funkce f v okoli bodu a € Dy spojité derivace
vsech radi, potom Tayloriv polynom

f‘//(a)
2!

" (a)

n!

Tn(x) = f(a) + f'(a)(z —a) +

(x—a)2+---+

(z —a)"

rozsitime na funkdéni fadu
& ) (a)

n!

(z —a)", (3)

n=0
kterou nazyvame Taylorova rada funkce f v bodé a.

Taylorova rada je specialnim pripadem rady
a0+a1(:1;—:1;0)+a2(:1;—:1;0)2—|—---—|—an(:1;—:1;0)"—|—...,
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ktera se nazyva mocninna rada se stredem xg.

Geometricks fada (4) je Taylorovou fadou funkce f(z) = (1—x)~'. Funkce m4 v okol{
bodu 0 pro kazdén € Z,n > 0, derivaci
F(e) =

n! n
ma £l )(0) =nl,

pritom definujeme 0! = 1. Dosazenim do vzorce (5) dostaneme fadu (4).

Komplexni funkce

V nékterych avahach je vyhodné pouzit komplexni éisla a komplexni funkei. Mno-
zinu vsech komplexnich ¢isel budeme znac¢it C. Komplexni funkei komplexni proménné
muzeme definovat analogicky k postupu, kterym jsme definovali realnou funkei. Proto
vyklad muze byt struény. Podrobnéji se 1ze s komplexnimi funkcemi komplexni promén-
né seznamit v doporucené literatui'e, napt. [1].

Zakladni pojmy a tvrzeni

Komplexni funkce komplexni proménné je zobrazeni z mnoziny D C C do mnozZiny
C. Pro komplexni funkce f, g definujeme jejich soucet a soucin

(f+9)(z) = f(z) +9(z), (f-9)(z) = f(z) - 9(2).
Zavedeme-li pojem e-ového okoli komplexniho éisla zg jako mnoZinu {z € C; |z—zo| < €},
muzeme stejné jako u realnych funkei definovat limitu, spojitost funkce, posloupnost
funkeci a jeji limitu, funkéni fadu a jeji soucet. Nejpouzivanéjsi jsou mocninné rady,
proto jim vénujeme nejvétsi pozornost.

Mocninna rada o sttedu zg bude vyraz
ao—|—a1(z—zo)—|—a2(z—zo)2—|—---—|—an(z—zo)"—|—...,

kde ag, ay, ... jsou komplexni ¢isla. Mnozinu véech mocninnych fad o stfedu zg oznacime
M. T kdyz konvergenci rady zavedeme pozdéji, budeme definovat operace mezi fadami
o daném stredu. Pfitom postupujeme jako pti operacich mezi mnohocleny. Mame-li dany
dvé mocninné fady (zfejmé bez (ijmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze zo = 0)

+ o0 + o0
Alz) = Z anz", B(z) = Z bpz".
n=0 n=0
Definujeme operace séitani a nasobeni mocninnych rad
+o0
(A+ B)(2) =) (an +bn)z",
n=0

(A . B)(Z) = aobo + (aobl + albo)Z + (aobz + albl + azbo)Zz + ...
Snadno se muzeme presvédéit, ze zavedené operace jsou asociativni a komutativni:
1) ABCeMy = (A+B)+C=A+(B+C), (AB)C = A(BC),
2) ABe My = A+B=B+ A, AB = BA,
3) a;=0,i=0,1,--- = A+ B=20B,
a=1,aq;=0,1=1,2,--- = AB = B.



Budeme-li pracovat s konvergentnimi radami, které tedy predstavuji néjakou funkei,
bude nutné ze dvou funkei sestrojit i funkei sloZzenou. Necht tedy

4+ oo

+oo
t=A(z) = Z anz", u= B(t) = ant".
n=0

n=0
SloZenou funkei v = B(A(z)), ve tvaru rady, dostaneme postupnym vypoctem. Pomoci
zavedenych operaci s¢itani a nasobeni fad dostaneme
t* = ag + 2apa1z + (2a0as + ai)z? 4+ 2(apasz + ayag)z® + ...,

£ = ad 4 3agarz + 3ap(agas + a%)zz + (2@8@3 + 6apgaiasz + a?)zS +.o,

atd.
Dosadime-li do rady B vypoéitané mocniny t, dostaneme

= bo + by (ap + a1z + agz® + azz® + ... )+
+ bg(ag + 2apa1z + (2apaz + a%)zz + 2(apas + a1a2)23 +..)F...
Dostavame vyslednou sloZzenou funkei, ovsem jen tehdy, jestlize budou pouzité rady

konvergentni.

V geodetickych vypoctech se setkame s aproximaci funkce sekans y = 1/cos.
Zname-li Tadu A(z), ag # 0, mZeme jeji pfevracenou hodnotu sestrojit pomoci ge-
ometrické fady nasledujicicm zptisobem

1 1 1 1
A(z) Cagtajz a2+ ... al—l—Z—éz—l—Z—izz—l—...'
Je-li ¢ = |Z—;Z + Z—izz + ...] < 1, miZeme na prevracenou hodnotu fady A(z) pohliZet

jako na soucet geometrické rady s kvocientem ¢ a psat

1 1 2
:—(1—(a—lz+a—222+...>+(a—lz+a—222+...> +)
A(z) aop ag ag ag ag

V praxi ¢asto musime resit rovnice, které obvyklymi metodami fesit neumime. Nékdy
tyto rovnice muzeme priblizné fesit tak, ze funkce, které v nich vystupuji vyjadiime
pomoci konvergentnich rad a resime tulohu tak, Ze kazdou funkeci nahradime nékolika
prvnimi ¢leny prislusné rady. Na zavér bychom ovSsem méli udélat odhad chyby feseni
(coz se ne vidy déje).

Neékolik tvrzeni

I. Kazdé realné ¢islo je 1 ¢islem komplexnim, a tudiz kazda redlna mocninna fada je
zaroven komplexni radou.
IT. Jestlize komplexni, a tedy i1 realna mocninna fada se stredem zg konverguje v bodé

z1 € C, konverguje tato fada pro kazdé z € C, pro které je |z — zo| < |21 — 20/, tj.
konverguje uvnitt kruhu o stfedu zp a poloméru |z — zg|-



ITI. Jestlize realnou funkeci mtzeme rozvinout do konvergentni mocninné rady, tak kom-
plexni funkci, kterd je vyjadiena touto radou v C oznacujeme stejnym symbolem.
Napft. znac¢ime €, sin z, cos z funkce v C definované jako rady.

Konvergence rady

V praktickych tlohach obvykle soucet konvergentni nekonecéné rady aproximujeme
jejim ¢asteénym souctem. Funkéni fadu {f,} miZeme zapsat ve tvaru

+oo n +co
N file) = file)+ Y fula) = Sale) + Ruga (o), (6)

k=n+1

kde Sy, (x) je n-ty ¢asteény soucet a R,4+1(x) zbytek po n-tém ¢lenu fady. Tak dosta-
vame posloupnost n-tych ¢astecnych soucti a posloupnost zbytkt po n-tém ¢lenu rady.
Jestlize v bodé z existuje vlastni limita

flz) = lim S,(a),

n—+4oo

fada (6) konverguje v bodé = a ma soucdet f(z).
Z (6) je ziejmé, ze
(S (a) — f(a)) = 0.
MiZeme proto Fici, Ze fada (6) konverguje a mé soucet f(x), jestlize limita posloupnosti
zbytkd po n-tém ¢lenu rady je nula, t].

lim Rn+1($) =0.

n—+4oo

V tomto pripadé dale zrejmé plati

lim fo(x) = lim (Sp(z)— Sn-1(z)) = f(z) — f(z) =0. (7)

n—+4oo n—+4oo

Podminka lim f,(2) = 0 (viz (7)) je nutnou podminkou konvergence rady.

Priklad 3. Harmonicka fada. Rada
>
n
n=1
se nazyva harmonicka rada. Splnuje nutnou podminku konvergence, limita jejitho n-tého
clenu je nula. Ukazeme, ze posloupnost jejich n-tych castecnych soucti je neomezena,

a tedy harmonicka rada diverguje. K tomu vyuZijeme nerovnost In(1 + x) < x (graf
funkce In(1 + x) lezi pod tecnou v bodé 0). Postupné vypocitame

1 1 1
SnZln(l—l—l)—l—ln(l—l——)—I—ln(l—l——)—l—---—l—ln(l—l—g),

2 3
4 1
on>Im2. 2.2, mAl
2 3 n

Sp > 1n(n 4+ 1).



Odtud dostavame
lim s, > lim In(n+1),

n—+4oo n—+4oo
a tedy
lim s, = +oo.

n—+4oo

Harmonicka rada je tudiz divergentni.

Kritéria konvergence rady

Pro zjistovani konvergence rady s realnymi ¢leny se vétsinou nevychazi z definice, ale
vyuzivaji se tzv. kritéria konvergence. Uvedeme si tii z nich. Pfitom si oznadime ) A,,,
>~ B, funkéni fady s definiénim oborem D.

Srovnavaci kritérium.
Jestlize pro kazdé n € N plati 0 < A,, < B,,, potom
— je-li rada ) B,, konvergentni, je i fada ), A, konvergentui,
— je-li rada > A, divergentni, je i fada > B, divergentni.
Abychom mohli pouzivat srovnavaci kritérium musime znat rady, které konvergu-

Ji, a také rady, které diverguji. Témi jsou ¢asto rady geometrické, viz priklad 1, rada
harmonicka 1 nasledujici fada.

Priklad 4. Konvergenci rady
+oo 1
dokazeme srovnanim s radou

+co 1

2=y

n=2

Nejdrive, ale musime ukazat, Ze tato rada také konverguje. Jeji n-ty clen rozlozime na
soucet parcialnich zlomkii
1

n—1 n

A, =

Potom pro n-ty éastecny soucet rady plati

PRI S IR U S S 1 1
Sn T T oy T3 T3y n—1 n 0

Limita posloupnosti n-tych ¢dstecénych soucti je 1. Rada Y. A, tedy konverguje a ma
soucet 1.

Zrejmé n(n—1) < nn pro kazdén > 1, a tedy podle srovnévactho kritéria rada | %
konverguje.



Podilové kritérium.
Jestlize existuje q, 0 < q < 1, tak, ze pro kazdé n € N je A,, > 0 a

An—l—l

<g<1l, (8)

7

rada Y A, konverguje.

Jestlize ke kazdému no € N existuje n > ng tak, ze

An—l—l

> 1,

fada Y A, diverguje.

Casto se podilové kritérium pouziva v limitnim tvaru: Existuje-li limita

. An—l—l
lim =
n—+4oo n

q,

potom pro q < 1 fada > A, konverguje a pro ¢ > 1 rada ) A, diverguje.

Odmocninové kritérium.
Jestlize existuje q, 0 < q < 1, tak, ze pro kazdé n € N je A,, > 0 a

VA, <g<1, (9)

fada Y A, konverguje.

Jestlize ke kazdému no € N existuje n > ng tak, ze

YA, > 1,

rada Y A, diverguje.

I odmocninové kritérium se c¢asto pouziva v limitnim tvaru: Existuje-li limita

lim A/A, =gq,

n—+4oo

potom pro q < 1 fada > A, konverguje a pro ¢ > 1 rada ) A, diverguje.

Jestlize konverguje fada Y |A,|, fikame, Ze fada > A, konverguje absolutné.
Ukéazeme, Ze jestli fada > A, konverguje absolutné, tak konverguje.

Oznadime A} = max(A,,0), A, = max(—A,,0). Potom zfejmé je A, = AF — A,
0 < AF < |A,], 0 < —A; <|A,|. Podle srovnavaciho kritéria jsou fady > AF, S° A,
konvergentni, a tudiZ je konvergentni i fada ) A,.

Potom i na fady, u jejichZ ¢lent se stiida znaménko, tj. fady alternujici, mizeme
pouzit vyslovena kritéria.



Piiklad 5. Funkce f(z) = e* md pro kazdé & derivace viech radi, a to f("(z) = e®.

Jeji Taylorova rada v bodé 0 podle (5) je

7

+oo
xr x

n=0
Provedeme-liv (10) substituci « := —x, dostaneme Taylorovu radu funkce g(x) = e
+ o0 D
e” " = (—1)"5. (11)
n=0

Podle podilového kritéria snadno ovérime konvergenci obou Taylorovych fad (10)

a (11)

Anyr (=D nl| 2]
A, (n+1)! an Con+17
Pro kazde x € R je
im g1
n—+oon + 1

Potom obé rady (10) a (11) absolutné konverguji a miizeme je secist i odecist. Dostaneme
rady hyperbolickych funkci

1 1 [(I2 e I x" X a2n
coshr = S(¢" 4 ¢77) = 3 (Zﬁ+;(_l) H) =2 oy

n=0 n=0
+oo 2n—1
: 1 x —r\ __ Zz
shulie = 55— =)

Snadno se presvédcéime, ze jsou to Taylorovy rady téchto funkei v bodé nula.

Abychom se opét, pro urceni Taylorovy rady, vyhnuli derivovani funkci, pouZijeme
komplexni funkci a vlastnosti komplexnich cisel.

Provedeme-li v (10) substituci : * = iz, kde i je imagindrni jednotka, pro kterou je
" =(-1)",neNai*t = (-1)",n€Z,n >0, potom

. I (iz)" I 22k oo L 2k+1
e = nz:% o= ;0(—1)k(2k)! + ikzzo(—l)km- (12)

Pro kazde x € R vyjadrime komplexni ¢islo €' v goniometrickém tvaru

e = cosx - isin . (13)

Porovname-li realnou a imagindrni ¢ast komplexnich ¢isel ve (12) a (13), dostaneme
funkéni rady

t . 22k t . 22k+1
cost = Y (—1) oh) sinx = Z(—l) m, reR, (14)
k=0 k=0

které jsou Taylorovymi radami funkci kosinus a sinus.



Priklad 6. Funkce f(x) = In(1l 4+ ) ma v okoli 0 derivaci n-tého radu, n > 1,

()" (n—1)!
(1+a)"

F () = , f1(0) = (=1)" " (n — 1)L,

Jeji Taylorova rada v pocatku je

4+ oo

(1 4a) =S (—1)" " o] < 1. 15
(1) = (P (15)
Provedeme-li v (15) substituci ¢ := —ux, dostaneme Taylorovu fadu funkce g(x) =
In(1—x), tj.
+ o0 D
In(l—2)=— — 1. 16
(=) ==X 5 el < (16)

Ze tady (15) a (16) konverguji ovéfime podle odmocninového kritéria. Je

Y |x|n: 2] a lm Yn=1=— lim i <1
n {L/ﬁ n——+oo n——+oo {L/ﬁ

pro kazdé x € (—1,1). Rozdilem obou rad dostaneme Taylorovu radu

too  on—1
14+ z
In(l4+2)—In(l—2)=1In — :2;:12”_1.

Priklad 7. Binomicka rada je Taylorova rada mocninné funkce f(x) = (1 4+ )™,
m € R. Jeji k-ta derivace je

FR@)y=mm—=1)...0m—k+ D1 +2)"F, fP0)=m(m—-1)...(m —k+1).

Dosazenim derivaci do vzorce (5) dostaneme binomickou radu

4+ oo 4+ oo
m mm—1)...(m—k+1) , m\
(I+a)" = g o = g L) |z < 1. (17)
Ze tada (17) konverguje ovéiime limitnim podilovym kritériem. Je
. |m(m —1)...(m — k)] k! . m—E]
lim |z = lim |z| = ||
kE—+ o0 (k+ 1)! Im(m—1)...(m—k+1)| kotoo k41

Pro kazdé |x| < 1 rada (17) konverguje.

10



Stejnomérna konvergence rady
Definice stejnomérné konvergentni fady se obvykle uvadi v nasledujicim tvaru (do-
kazte, ze ekvivalentnim s tim, ktery jsme uvedli v tivodu):

Rikame, Ze funkéni fada
+oo
fla) = falx) (18)
n=1

na intervalu D stejnomérné konverguje k funkei f(x), jestlize k libovolnému ¢ > 0
existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng a kazdé x € D je

[f(z) = falz)] <e.

Pro urceni stejnomérné konvergence rady vyuzivame

Weierstrassovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci rady.
Necht pro x € J plati (18). Jestlize |fn ()| < an pro kazdé x € J, n € N, a ciselna
rada ) ay, konverguje, potom rada (18) konverguje stejnomérné na J.

Se stejnomérné konvergentnimi radami muzeme pracovat jako s koneénymi soucty.

Spojitost souctu stejnomérné konvergentni rady.
Je-li fada (18) stejnomérné konvergentni na J a vSechny funkce f, jsou na J spojité,
potom 1 funkce f je na J spojita.

Derivace stejnomérné konvergentni rady.
Jestlize vsechny funkce f, maji spojitou derivaci na J, rada (18) a fada derivaci f]
Jje na J stejnomérné konvergentni, potom

+oo ! +oo
(Z fn(l‘)> A

Integral stejnomérné konvergentni rady.
Jestlize rada (18) stejnomérné konverguje na (a,b) a funkce f, jsou na (a,b) spojité,
potom pro kazdé o, 3 € (a,b) je

B T 8
/ fla)de = Z fn(x)de.

Priklad 8. Pro |z| < 1 je funkce f(z) = 1/(1 + 2?) soudtem geometrické fady s kvoci-
entem q = —x2, tj.

1 =
— _1)kx2k
T 2
¢ +1 —
Pro |z| < 1 je rada stejnomérné konvergentni, proto ji miiZeme integrovat

$2k+1

Y dx R
tor = [ — N (—1)k .
arctgx /0 ]_—|—{L'2 kz_;)( ) Qk—l—l

Pro |z| < 1 ma aproximace arctgx = « chybu (podle Lagrangeova tvaru zbytku) |Ry| =
|3
< 0.3.

|z
3

11



Priiklad 9. Funkci z prikladu 8 miizeme upravit na tvar

1
1 p>

A e

a pak ji miZeme chépat jako soudet geometrické fady s kvocientem ¢ = —1/x2. Tj. pro
|z| > 1 rada
+oo
1 1 1 ney 1 ney 1
x_z_x_4_|_x_6_..._|_(_1) ﬁ_|_...:Z(_1) poTe
n=1
stejnomérné konverguje a miizeme ji integrovat. Potom
teo =2 teo g
=3 (! / iy
[i-Ser [T
4+ oo
1 +oo
lim arctgt — arctgxr = —1)n! {——
t—4o0 g & nzzzl( ) (2n — 1)t2n—1 x

+oo
T 1
ter = — — 3 (=1)" .
arctgx 2 nz::l( ) (2n_ 1)1’2”_1

V geofyzice pri pouziti elipsoidalnich souradnic se setkame s aproximaci funkce ar-

FE E <E3>
arctg — ~ — + Ro | — |,
u u

u3

kustangens ve tvaru

kde F je konstantni linearni excentricita a u proménna velikost vedlejsi poloosy elipso-
idii. Pro velka u je elipsoid nahrazovan kouli. Abychom dostali tento vzorec, vratme se
k upravené derivaci funkce arkustangens:

1 oo 1

2 n—1

L = -1 —_.
1+ ;1( T

Geometrickou radu budeme integrovat tak, ze na levé strané pouzijeme substituci v =

1/t:
“+ oo + o0 “+ oo
1 dt . 1
/x —Ta- 2D / il

t2 n=1 z
0 + o0

d 1 +oo

_/ v Y (- {_—
114 u? — (2n — 1)t2n—tly
4+ oo
1 1
tg — = —1)n! .
arcte x nz::l( ) (2n — 1)a2n—t

Chyba aproximace prvnim clenem rady je podle Lagrangeova tvaru zbytku mensi nez
druhy ¢len rady.
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Radu z prikladu 9 bychom dostali i pouZitim vzorct (19).

Funkéni fada

4+ oo
Cn C1 C2 Cn
=t —F ottt
n T 1’2 rn
n=0

kde ¢; € R, kterd nemusi konvergovat pro zadné x, se nazyva asymptoticky rozvoj
néjaké funkee f, pro ta z € R, pro ktera plati

lim |f(0) = (co+ =+ 5544 )" =0,

r—+oco

pro kazdé n = 0,1, ..., piseme
+ o0 c
fle) =) —
n=0
Potom je
€ = xggloo f(l') ’
¢l = xgrfoo(f(x) —co)T ...,
— i R L P e
Cnt1 = xll)r_i{loo <f(:1;) co - :1;"> AR (19)
Priklad 10. Laplacetiv-Gausstv integral. Substituci v := —a? v fadé (10) dosta-

neme mocninnou radu
4+ oo
2 " xZn
€ = E :(_1) 10
n!
n=0
ktera je stejnomérné konvergentni na celém R. Mizeme ji tudiz integrovat. Potom

T ) +oo T 42n +oo 2t
F(:z;):/o et dt:Z(—l)"/O tn—!dt:Z(—l)"m. (20)

n=0 n=0

Pro zbytek po n-tém clenu plati

|z [2n+1
Ro| < ——.
| = n!(2n + 1)
Napr.
1 1 1
F(z)=-— — =0.320987654, |Rs| < 0.0004115226337.
3 3 333

Pro velké x rada (20) konverguje pomalu, napt. jiz pro x = 2 bychom potrebovali 13
¢lenti rady (20), aby chyba aproximace byla na ¢tvrtém desetinném misté. Proto na-
Jjdeme jiné vyjadreni Laplaceova integralu, pomoci asymptotického rozvoje. V integralu

13



pouzijeme n-krat metodu per partes

+oo too
1 1 +oo ] 1
—e_t22t dt = {——e_tﬂ —— —e_tht =
v 2t 2t v

z 2 12
1 o 1 [T™1 .
=—e¢ ¥ —= —e ' dt 21
% ¢ 2/1, 2 (21)
+oo too
/ Le_t22talt = LG_I2 — §/ ie_tQGZt
- 2¢3 2x3 2 ), t4
+oo too
1 1 5% 1
/ ﬁe_tQQtdt = 2—5€_x2 — 5/ t—6€_t2dt.
x T x

Postupnym dosazenim zdola nahoru dostaneme pro prvni tri aplikace metody per partes,
kde jsme derivovali funkci u = 1/2™ a integrovali funkci v’ = e~ 2t,

4+ oo 4+ oo
1 1 1-3 1-3-5 1
/ e_tht = —e_l’2 — e_l’2 + e_l’2 — / —e_tht.

2z 2243 235 23 6

Odtud odhadneme n-ty c¢len a zbytek po n-tém ¢lenu a integral zapiseme ve tvaru

/""Oo gy _ 1 _,» . 1 N 1-3 1-3-5_|_
- ‘ DT 222 (222)2 (22%)3
1.3-5...-(2n —3)

(2x2)n—1 ) + Rn+1($), (22)

+ (=1

kde

1-3-5-...-(2n—1) [T 1 2
Rn+1($>:(—1)n 2n(n )/ —ne_t dt.

Podle integréalii ve (21) je ziejmé, Ze

Tl e tee 2 1 2
—t _ —t -z
/x € At —/x gpEmir e S ooy

Potom
1-3-5-...-(2n—1) _,»

|Rn+1(x)| < 2n—|—1x2n—|—1 e "

Odtud je vidét, Ze vezmeme-li prvnich n ¢leni rady (22), je absolutni hodnota chyby
mensi nez absolutni hodnota nasledujictho ¢lenu. Napr. pro x = 5 an = 2 je chyba
mensf nez 1.6 - 107'°, coZ je prakticky nula. Pfitom podle podilového kritéria fada (22)
diverguje (ovéite).

Priklad 11. Vytvorujici funkce pro Fibonacciho posloupnost. Fibonacciho po-
sloupnost se nazyva posloupnost urcena rekurentnim vzorcem

p = Ap—1 + ap_o, ag =0, a3 = 1. (23)

14



Necht posloupnost (23) je posloupnosti koeficientii mocninné rady. Predpokladejme, Ze
existuje funkce f, ktera je souctem této rady. Potom miizeme psat

+oo
flo)=a+ ) apa", (24)
n=2
neboli po dosazeni z definice (23)
+oo +co + oo
flz) =2+ Z(an—l +ap_2)r" =v 4 Z Ap_r ™1 4+ 22 Z Ap_gr" 2
n=2 n=2 n=2 (25)

4+ oo 4+ oo
=z+4+z (:zj—l—Zan:z;") + 22 (:zj—l—Zan:z;") .
n=2 n=2
Dosazenim (24) do (25) dostaneme

f@)=a+af(x) + 2> f(a). (26)

Odtud vypocitame
x

r)=——. 27
Funkce (27) se nazyva vytvorujici funkce posloupnosti (23). Rozlozime ji na soucet
parcialnich zlomki. Koreny jmenovatele jsou

V5 —1 V541

2 T T

a1 =

Potom

T B 1 —o n g B 1 1 1 (28)
l—2z—22 l\e—ar z—az) /5 -+ 1-= '

Ve (28) je prvai parcialni zlomek souctem geometrické fady s kvocientem /oy a druhy
zlomek souctem geometrické rady s kvocientem x /oy, tj.

(S () -E())-

+oo n N +oo 1\n
_ % (Z (\/5;; 1) n__ Z(_l)n (\/52n 1) xn> (29)

Rada (29) konverguje pro kazdé x € (—ay,ay).
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Priklad 12. Besselova diferencialni rovnice, Besselovy funkce. Hledejme feseni
Besselovy diferencialni rovnice

ey +ay' + (2f =0ty =0, (30)

kde n je celé nezaporné, ve tvaru nekonecéné mocninné rady, ktera stejnomérné konver-
guje na (—1,1). Potom je-li

4+ oo
y = poakxk,je
k=0
4+ oo 4+ oo
y' = paP! Zakxk + z? Z kapz® 1,
k=0 k=1
4+ oo 4+ oo 4+ oo
y" = p(p—1)aP™? Z ape® + 2paP ! Z kapa®~' + 2P Z E(k — 1)apz*2.
k=0 k=1 k=2 (31)
Dosazenim z (31) do rovaice (30) dostaneme
4+ oo 4+ oo 4+ oo
(p(p—1)+p—|—:1;2—n2):1;p Z akxk—l—(Zp—l—l):z;p"H Z kaga® ' P12 Z k(k—l)akxk_2 =0.
k=0 k=1 k=2

Abychom urdili koeficienty a; fady z (31), najdeme koeficienty u mocniny P, tj.
(pp —1) +p—n*)ag = p* —n* = 0.

Pro ag # 0 je p = n.
7Z koeficient1i u mocniny z?*! uréime a,. Je

(plp—1)+2p+p+1 —nz)al =0 = (2n+4+1)ag =0 = a3 =0. (32)
Rekurentni vzorec pro ay dostaneme z koeficient u mocniny z*T*. Je
(plp—1)+2pk+k(k—1)4+p+k— nz)ak +ar—2 =0 = (2n+ k)kar + ax—2 =0,

odtud substituci k := k 4+ 2 dostaneme rekurentni vzorec

(k+2)2n+k+2)agse +ar =0 (33)
s a; = 0 podle (32). Jesté zvolime ag = SrmE Potom reseni Besselovy rovnice (30) ma
"n!
tvar
" z? zt X (=1 x\ 2k
Tnl@) = 5o (1 TRy Mt Dnt2 > =2 k’En —|-)k)' <§> ‘
! ! — k! !
(34)

Funkce (34) se nazyva cylindricka funkce, nebo Besselova funkce 1. druhu.
Pron =0, tj. Besselova funkce nultého radu je

:1;2 x4 x6 (_1)kx2k
J -1 _ U St A
o() 22 oz ez Tt e

Pron =1, tj. Besselova funkce prvniho radu je

+ ...

J_ . X 1 $2 $4 $6
10) =5 {1 5051 T 3a9131 ~ e T )

Besselovy funkce vyuzijeme pri studiu parametrii Keplerovského pohybu planet.
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Priklad 13. Polomér referencni koule se voli také tak, aby povrch této koule a povrch
referencniho elipsoidu byly stejné. Povrch elipsoidu, ktery je urcen rovnici

X (N, B) =lacos Acos B, asin A cos 3,bsin ],

kde (3 je redukovana sirka, je

27 5
S, = a/ d/\/ cos B4/ a? sin? 3 + b2 cos? Bdf. (35)
0 —

Substituct tg 3 = 3tg<p, kde ¢ je zemépisna Sirka, prevedeme integral (35) na tvar

5 d 3 d
S. = dratb? Rk e d = 477@2(1 - 62) R g (36)
0 99)2 0 (

(b2 sin® ¢ + a2 cos? 1 —e2sin® )2’

kde ¢ = E/a je prvni excentricita, ¢* = 0.00669438002290, E = 521.8540097 km je
linedrni excentricita, a = 6378.137 km.
Substituct esin pdy = dt dostaneme integral racionalni funkce

dra®(1 —€?) [ 1 1 1 1
e = —————————————— dt:
S c /0 (1—t+1—|—t+(1—t)2+(1—|—t)2>

_277@2(1—62) llnl—l—e_l_ e ‘
e 2 1—e 1—¢€2

Nyni pouzijeme mocninné rady

) + o0 €2n_2 + o0 - 2—|—oo n—l—l -
S, = 2xb g 5 1—|— e = 4rxb g 5 —|—1€ .
n — n
n=0

n=1 n=0

Z rovnosti povrchi koule a elipsoidu dostaneme pro polomér R koule

+oo
47 R? = 47b* Z

n=0

n-+1 2n
mt 1

neboli
4+ oo

1
R =1y 27;‘11 e, (37)

n=0

Budeme-li hodnotu poloméru pocitat s presnosti 0.1 km, staci vzit prvai tr1 cleny rady
n-+1 9
b° < 0.001).
n-+1

(37) (plyne z nerovaice 5
Zdlouhavému vypoctu integralu (36) jsme se mohli vyhnout vyuzitim binomické rady

(1—e?sin? p)72 = io <_2>(—1)"e2" sin?" . (38)



Potom stejnomérné konvergentni fadu (38) integrujeme

T 4o 4+ oo -

2 1 5
S, = 4xb? /0 nz::O(l + n)e? sin®" ¢ cos pdp = 4rb? nz:% 2n—|—+n1 " {simz"""1 99}02 =

4+ oo
14+n
— 4 bZ 2n‘
" nz:% M+ 1
Fourierovy rady

Jestlize na vektorovém prostoru V je definovan skalarni soucin a eq,..., e, jsou ne-

nulové ortogonalni vektory, muzeme ke kazdému vektoru x € V sestrojit vektor

x' =aje; + - +apey, (39)
kde
X €; 1 .
a; = i=1,. :
T el o
Tvori-li vektory ey, ..., e, bazi prostoru V, je x’ = x. JestliZe netvori bazi prostoru V,
je vektor x’ ta linearni kombinace vektort eq, ..., e,, ktera je nejblize vektoru x, tj. pro

kterou je norma (velikost) rozdilu téchto vektortt minimalni, tj. ||x — x'|| je minimalni.
Nejcastéji uvadénym prikladem vektorového prostoru se skalarnim soucinem je vek-
torovy prostor vSech n-tic realnych ¢éisel s kanonickym skalarnim souéinem

(Uny ooy Un ) (V1o Un) = w01 + -+ - F UpUp. (40)

Kazdé n-tici (uq,...,u,) nyni pritadime funkei f,, definovanou na intervalu (0,n)
predpisem
fult)=u;, x€(i—1,0),i=1,...,n.

Definovana funkce je tedy po ¢astech konstantni. Skalarni souéin (40) pak mizeme psat
ve tvaru

uv = /0" fulz) fv(z)de. (41)

Analogicky mizeme definovat skalarni soucin 1 pro jiné mnoziny funkei. Necht F je
mnozina funkei, které na uzavieném intervalu (a,b) tvoii, s operacemi s¢itani funkei
a nasobeni funkce ¢islem, vektorovy prostor. Necht pro kazdou funkci f € F existuji

Riemannovy integraly
b b
| e, [ Fo

Potom definujeme skalarni souéin (f,g) funkei f,g predpisem (ktery je zobecnénim

definice (41))
(9 = [ Felgta)de. (42)
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Protoze plati

(f(2) +g(2))? = f2(2) +2f(x)g(x) + g*(x) a tedy
1
f(@)g(z) = S((f(2) + 9(2))” = f (@) = ¢*(2)),
plyne z vyslovenych pfedpokladi existence integralu (42).
Dodejme jesté, ze na vektorovém prostoru se skalarnim soucinem je definovana norma

(velikost) funkce f vztahem
F ()l =V (f, f)-

Ve vektorovém prostoru n-tic redlnych ¢isel, 1 ostatnich konecnérozmérnych vektoro-
vych prostorech se skalarnim souc¢inem, jsme pri vypoctech pouzivali ortogonalni béazi.
Ve vektorovych prostorech funkei miizeme najit analogicky objekt, bude to posloupnost
funkel Fo = {¢0, 1, 92,...} z prostoru F, pro které plati

1. Defini¢ni obor vSech funkei posloupnosti Fy je dany uzavieny interval (a,b).

2. Kazdé dvé funkce z posloupnosti Fy jsou ortogonalni.

3. Jestlize existuje funkce f € F takova, ze (f,¢;) = 0 proi =0,1,2,..., potom
71| = 0.

Vyznam bodt 1 a 2 je ziejmy. V bodé 3 se vlastné pozaduje, aby mnozina ortogo-

dalsi funkei tak, aby s ostatnimi funkcemi posloupnosti Fy tvorila ortogonalni skupinu
funkei.
Analogicky k rovnici (39) mtzeme kazdou funkei f € F aproximovat funkei

Fo(2) = aopo(2) + -+ + anpn(), (43)

kde )
(fri) _ Jo f@)pi(x)de
(i) [P(pil))? de

a; =

pripadné fadou
4+ oo

Zaiw(l‘), (44)

=0
pokud tato rada konverguje.
Polozime nyni specidlné
L. {a,b) = (—m,m).
II. F je mnoZina vsech spojitych funkei na intervalu (—m, 7).
III. Fo = {1,cosx,sinz,cos 2z, sin 2z, ..., cos nx,sinne, . .. }.

Ukazeme, ze pro zvolené objekty jsou splnény podminky z boda 1,2 a 3 a ze kazdou
funkei f mtiZeme aproximovat fadou (44), kterd se nazyvé Fourierova fada.
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Fourierovy trigonometrické rady

Funkece

Fo(z)= 9% 4+ aycosx +bysinx + ag cos2x 4+ by sin2x + -+ 4+ a, cosnx + b, sinnx

2
= C;—O + Z(ak cos kx + by sin ka), (45)
k=1
kde ap,br € R, k =0,1,2,...,n, se nazyva trigonometricky polynom stupné n.

Funkce cos kx, sin kx jsou periodické se spoleénou periodou T' = 2x. Proto i funkce
F,(x) je periodicka se stejnou periodou.
Rada
ap

4+ oo
5 + Z(an cosnx + by, sinna) (46)

n=1
se nazyvé trigonometrickd fada, nebo také Fourierova trigonometricka rada’.
Polynom (45) je jejim n-tym ¢asteénym souctem.
K vypoétu koeficientt ay,, b, vyuZijeme skalarni souéin (42) funkei f, ¢ spojitych na
intervalu (a,b). VyuZijeme té7 vlastnosti periodickych funkei (s periodou T' > 0), pro

kazdé ¢ € R plati:
c+T %
/ fla)de = / fla)de.
c %

Pro lichou funkei je tento integral nulovy.

Snadno ovérime, ze plati

/ sinnx dr = / cosnedr = 0,n # 0, (47)

— T — T

/ cosnx cos kx dx :/ sinnz sinkzx dz :/ sinnz coskxdx =0, pron # k,
o (48)

/ de =27, / sin® na dx = / cos’ nx dr = 7. (49)

Ze vzorcu (47), (48) vyplyva, Ze systém funkei

— T — T

l,cosz,sinz,...,cosne, sinne (50)

je pro kazdé n ortogonalni vzhledem ke skalarnimu souéinu (42). Integraly (49) uréuji
¢tverce jejich norem.

Je-li fada (46) stejnomérné konvergentni na intervalu délky periody funkei (50), exis-
tuje funkce f, ktera je jejim souctem, tj. muzeme psat

+oo
ao .
flz) = > + Z(an cosnx + by, sinnx). (51)

n=1

1 Joseph Fourier (1768-1830) byl francouzsky fyzik a matematik, jeho¥ &etné prace souvisi s Fegenim
obyéejnych i1 parcialnich diferencialnich rovnic.
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Funkei f skaldrné vynasobime funkcemi (50). Vzhledem k (47) az (49) je

ag = 1 fla)dx
T — T
1 s
Ay = — f(x)cos nxde, (52)
T — T
1 [7 )
b, = — f(z)sinna da,
T — T

kde n € N. Koeficienty a,, b, se nazyvaji Fourierovy koeficienty.

Zbyva zjistit, kdy je fada (46) stejnomérné konvergentni. Omezime se na funkce,
které maji spojitou a omezenou druhou derivaci na intervalu (—m, 7), tj. pro které plati:

existuje M € R tak, Ze ||f"(2)|| < M na (—m, ).

Poditejme integral pro a, ze (52) pouzitim metody per partes, a to hned dvakrat,

1 : ™ 1 ‘
anzﬁ{f(x)smnx}_ﬂ—ﬁ f( )sin na do =
- {f/(l’)COSne’lf}ﬁ —L f () cos na dx =
n?m - nrw
1
= | f”( ) cos na dx.

Protoze |f"(x)] < M pro kazdé = € <

pro kazdé n. Analogicky pro koeficienty b,,. Tudiz

7

a 1
=2 —I—Z ay, cos kx + by sinkx)| < |ag| —I—Z lax| 4 [bk|) < |ao] +4Mzk_
k=1 k=1
+oo 1
< |a0|—|—4MZk—2.
k=1

Fourierova rada konverguje stejné jako konvergentni fada 3 kl_2

Plati: Je-li periodicka funkce f, definovana na R, omezena na R, potom jeji Fourierova
rada konverguje pro kazdé r € R a ma soucet

5 (i 0+ fim 1)) (53)

t—r— t—r+

Pro chybu aproximace fady (51) jejim n-tym ¢asteénym souctem plati

1F(e) = Bulo)|[F = £ = 2(f(2). Fala)) + |1 Fule)]|
< JIFI - (§+Z%ﬁ¥>
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Je-li funkce f definovana na (—=,7), lze ji periodicky prodlouZit na celé R, tj. tak,
ze f(x+2km) = f(x) pro kazdé © € (—m,7) a kazdé k € Z. Je-li funkce f definované na
(—m, ), 1ze k ni sestrojit funkei sudou tak, ze pro x € (—x,0) klademe f(z) = f(—z), je-
li flichd, pak prox € (—m,0) klademe f(x) = —f(—=x). V obou pfipadech pak sestrojime
primé periodické prodlouzeni. K funkei f mtZeme sestrojit periodické prodlouZzeni primé,
sudé, nebo liché, viz nasledujici priklady.

Jisté kazdy vidi, Zze se dopoustime nepresnosti, v krajnich bodech ”pfidanych interva-
14” (u primého prodlouZeni v bodech 7 + 2kx, u lichého a sudého prodlouzeni v bodech
kr, k € N) méame dédny dvé funkéni hodnoty. V téchto bodech definujeme v pripadé
primého periodického prodlouzeni,

Fla) = 3 F(2) + 3 (&) = 5(F@) + (=) + 5 (&) — f(~2)

a v ostatnich bodech f(z) = f(x). Funkce f,(z) = %(f(:z;) + f(—=x)), resp. funkce
filz) = 3(f(x) — f(—2)) je sudou ¢&asti, resp. lichou &asti funkee f.

Ziejmé, je-li funkce f sudé, fada (51) obsahuje pouze sudé ¢leny, tj. je fadou kosinovou

+oo
flz) = GEO + nz_:l @y, COS NI,

analogicky pro funkei lichou dostavame radu sinovou

+oo
flz) = Z b, sinnx.
n=1

Priklad 1. Primé periodické prodlouzeni:

Pro funkci f definovanou na intervalu (0,27) bude jejim primym periodickym pro-
dlouzenim na celé R funkce, ktera pro x € (2kn,2(k+1)r), k € Z, bude nabyvat hodnoty
fla — 2km).

Napt. pro funkci f(x) = « Fourierovy koeficienty jsou

1 27
aoz—/ xdx =27,
0

T
1 2 1 o 1 2

ak:—/ xcoskxdwz—{xsinkx} - sinkz dx = 0,
7 Jo km o km Jy
1 2 ‘ 1 21 2

bk_ﬂ'/o rsinkx dr = kw{xcoskx}o +k7r ; coskxdr = kCOSQkﬂ'— =

Fourierova rada dané funkce je

Podle (53) miiZeme vyuzit Fourierovu rfadu k urceni souctu ciselnych fad. Napi. pro

r =7 je
oo - s +oo k
T sinkZ 7 1 1 1 (—1)
2~ " ; 2 1 37577 kzzo 2k + 1
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Priklad 2. Sudé periodické prodlouzeni:

K funkci f(x) = x na intervalu (0,n) definujeme funkci sudou rovnici f(x) = |z|,
x € (—m, ). Potom sudé periodické prodlouzeni bude primym prodlouzenim funkce
y = |z|.

Fourierovy koeficienty funkce f, vzhledem k tomu, Ze je to funkce suda, jsou

s
2
ag = — rxdxr =m,
T Jo

9 T 2 T 2 & 2
ak:;/o xcoskxdxzﬁ{xsinkx}o—ﬁ/o si1r1k:ch:Jc—k2 (coskm —1) =
2
= —((-1)* -1
(D - ),
by = 0.

Kosinusova Fourierova rada dané funkce je
4+ oo
T 4 cos(2k — 1)x
=522 2k — 1)
Podle (53) pro x =0 je

1 2 X

_|_
T 4 T
0‘5‘?2(%-1) R T &

| M

Priklad 3. Liché periodické prodlouzeni:

Pro funkei f(x) = e* definovanou na intervalu (0, 7) sestrojime lichou funkei

x

e, pro0 <z <m,
flz)y=¢ 0, pro x = 0,

—e¥, pro—7w < x <0,

kterou periodicky rozsirime na R. Fourierovy koeficienty funkce f, vzhledem k tomu, ze
je to funkce licha, jsou

ar =0, k=0,1,2,...

2 T
b = —/ e® sinkx dzx.
0

o

Pro vypocet primitivni funkce pouzijeme dvakrat metodu per partes:

/ex sinkx dr = e” sinkx —k/ex coskx dr = e*(sinkx — k coskx) —kz/ex sin kz dx

1
/ex sinkx dr = E 1ex(sink:1; — kcoskux).

Potom

2 2k
b = EED le®(sinkx — kcoska)]] = ———— kem.

Fourierova rada funkce f je

T 2 = k k my\ .
e :;;kz—l—l(l_(_l) e )sinkx.
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Priiklad 4. S. Ferraz-Mello v roce 1964 definoval stinovou funkci ¥, ktera byla rovna
nule, jestlize druzice byla ve stinu Zemé a jedné, jestlize byla osvétlena Sluncem. Jsou-li
A, ¢ geocentrické souradnice druzice, Ize stinovou funkci zapsat ve tvaru

07 _99</\<997
I, —m1< A< —p, p< A<,

T(\) = {

Tuto funkci vyjadril Fourierovou radou
a =
T(N) = ?0 + kz_:l ar cos k.

Vypocéitame Fourierovy koeficienty:

aozg/ d/\:g(ﬂ'—cp),
o T

o

2 (7 2
ak:—/ coskAd\ = ——sinkep.
®

T kw

Potom stinova funkce je

T(N)=1-— v_z —sinkp cos k.

z Y

2 =1 54

=t (54)
urcéime jeji rovnici polarni o = o(y), vzhledem k pdlu v jejim jednom ohnisku. Do

rovuice (54) dosadime souradnice bodii elipsy v polarnich souradnicich, kde E je linearni
excentricita,
r=FE4pcosp, y=psinp.

Postupnou upravou dostaneme kvadratickou rovnici pro o
(a* — E? cos® )p® + 20Eb* cos p — b* = 0.
Jeji diskriminant je
D = 4(E*b* cos® ¢ + a®b* — b E* cos® ) = 4a’b.
Z korenti kvadratické rovnice nas zajima ten, ktery je kladny (o je vzdéalenost), tj.

—Eb? cos o + ab? _ a— FEcosyp

e= a2 —E%cos?2p  a?—E2cos?yp’
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Odtud
b? B P
a+ Ecosp - 1—|—ecos<,o7

0= (55)
kde jsme oznadili p = b* /a, tj. parametr, ¢ = E/a je numerickd excentricita. Pro e < 1
dosavame elipsu, pro ¢ > 1 hyperbolu a pro e = 1 parabolu. Tohoto vyjadreni elipsy se
vyuziva v Keplerovych zakonech a pri studiu elementi Keplerovského pohybu.

K aproximaci funkce (55) vyuZijeme n-ty c¢astecny soucet Fourierovy rady. Funkce
(55) je suda, proto koeficienty by jsou nulové. K urceni dvou koeficienti a,, budeme
potrebovat integral funkce (55). K jeho vypoctu pouZijeme substituci tg %c,o =t. Potom

2 / 7’ 7’
dp = 12_1_%, cosp = % at € (0,400). Po dosazeni dostavame

/ﬂ de _4/+°° dt _ 4 /*“’ . _
_ltecose J, ldte+(1Fe)t? 14e )y 1+%t2_
“+ oo

4 Jl+xe [1Fe
= arctgt
l+eV 1Fe l+e

kde v1 — e? = 4/ —5—22.

Nyni pro Fourierovy koeficienty plati

bZ ™ dg@
ag = —

A 2ra

T o/l b

0

2b.

ar J_. 14+ ecosy -

Integral prvniho koeficientu resime rozkladem

Toeospdp 27/ 1 d¢:2<ﬁ_ﬂ>:M
_. 14 ecosyp e Jo 1+ ecosy e b be '

Potom

b2 [T cospdyp a—2>b
ay = — ——— =-2b .
wa J_. 1+ ecosp E

Pro vypocet druhého koeficientu pouzijeme predchozich integralii

/7T cos 2p dy _/7r 2c0:32<,9—1ahp:_/7r dp N 2 [T ercos?op dp =

~l4ecosp J__ l4ecosp _-l+ecosyp e? _r€ecosp+1
T dp 2 (7 2 [T dp 2ra(a — b)?
/_,rl—l-ecosc,o—l_e2 _,T(GCOS(P Jdo + 5 _xecosp+1 E?b
Potom
azzﬁ T cos2p dp ZQb(a_b)z_
wa J_. 14 ecosp E?
I pro vypocet tretiho koeficientu pouzijeme rozklad
T ocos3pde [T 4c0s3<p—3cos<pd B
_ﬁl—l—ecosc,o_ o 1+ ecosy v
:i T 1—|—e3cos3<,oahp_/7r de _3/7T CoS dp =
e J_.\ 14+ecosyp _- 1+ ecosyp _- 1+ ecosyp
4 [T 4 [T dy T cos
= — 1 - 2 cos? p)dp — — 7—3/ —d
e3 _,T( ccosp + ¢ cos” @) e3 J_.ecosp+1 _x 14+ ecosp 7
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Potom s vyuzitim predchozich intergalii dostaneme

b2 [T cos3pdyp
az = — L T

RS
_ _gplezb
wa J_. 1+ ecose E3

Z vypocitanych koeficientii odhadneme tvar Fourierovy rady

(a —0b)?

E3

b? _ o (1 a—>b _I_(a—b)z 5
a—l—Ecosc,o_ E cosw E? cos 2P
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