
STUDIJNÍ TEXT PRO OBOR G+KKATEDRA MATEMATIKYFAKULTA STAVEBNÍÈESKÉ VYSOKÉ UÈENÍ TECHNICKÉ
FUNKÈNÍ ØADY
Doc. RNDr. Milada Koèandrlová, CSc.

20051



ÚvodPosloupnost reálných èísel je pravidlo, které ka¾dému pøirozenému èíslu pøiøadí nìja-ké reálné èíslo. Pøesnìji øeèeno, je to zobrazení mno¾iny N pøirozených èísel do mno¾inyR v¹ech reálných èísel. Analogicky mù¾eme de�novat i posloupnosti jiných matematic-kých objektù. Jestli¾e ka¾dému n 2 N pøiøadíme bod, dostáváme posloupnost bodù,pøiøadíme-li mu reálnou funkci, dostáváme posloupnost reálných funkcí.U posloupností funkcí budeme pøedpokládat, ¾e v¹echny funkce v posloupnosti majístejný de�nièní obor D , D � R. Posloupnost funkcí f1; f2; f3; : : : obvykle zapisujemejako jsme zapisovali posloupnosti reálných èísel, tj. ff1; f2; f3; : : : g, nebo ffng+1n=1, ne-bo jenom ffng. Tudí¾ je-li ff1; f2; f3; : : : g posloupnost funkcí s de�nièním oborem D ,dostaneme pro ka¾dé x 2 D posloupnost reálných èísel ff1(x); f2(x); f3(x); : : : g. Má-lipro x 2 D tato posloupnost limitu f(x), pí¹emef(x) = limn!+1fn(x);nebo jenom f(x) = lim fn(x). Øíkáme, ¾e posloupnost funkcí ffng konvergujev bodì x. Jestli¾e konverguje pro ka¾dé x 2 D , øíkáme, ¾e má za limitu funkci f nebo,¾e posloupnost funkcí ffng konverguje k funkci f .Je-li na mno¾inì D � R de�nována funkce f a posloupnost funkcí ffng, øíkáme, ¾eposloupnost funkcí ffng konverguje stejnomìrnì k funkci f , jestli¾e ke ka¾dému" 2 R, " > 0, existuje n0 2 N tak, ¾e pro ka¾dé n > n0 le¾í graf funkce fn v "-okolí("-pásu, køivoèarý pás ohranièují funkce f + " a f � ") grafu funkce f .Funkèní øadou nazveme posloupnost funkcí zapsanou ve tvaru symbolického souètuf1(x) + f2(x) + f3(x) + : : : ;nebo také +1Xn=1fn(x):Funkci Sn(x) = f1(x) + f2(x) + � � �+ fn(x)nazýváme n-tým èásteèným souètem funkèní øady. Pokud existuje vlastní limitaf(x) = limn!+1Sn(x)posloupnosti S1(x); S2(x); : : : èásteèných souètù, nazýváme ji souètem funkèní øady,pí¹eme f(x) = +1Xn=1fn(x)a øíkáme, ¾e funkèní øada konverguje v bodì x a má souèet f(x). Je-li tato limitanevlastní, øíkáme, ¾e øada diverguje. I v pøípadì, ¾e limita posloupnosti n-tých èás-teèných souètù neexistuje, øíkáme, ¾e øada diverguje, nebo také øíkáme, ¾e øada osciluje.Mno¾ina v¹ech x, pro které funkèní øada konverguje, se nazývá obor konvergence.Jestli¾e posloupnost èásteèných souètù konverguje na D stejnomìrnì k funkci f , øí-káme, ¾e funkèní øada konverguje stejnomìrnì k funkci f .2



Pøíklad 1. Geometrická øada. Øada1 + x+ x2 + � � �+ xn + � � � = +1Xn=0xn; (1)je geometrická øada, x 6= 0 se nazývá kvocient geometrické øady. K øadì (1) napí¹emesouèet prvních n èlenù Sn(x) = 1 + x + x2 + � � �+ xn�1: (2)Je-li x = 1, je Sn(1) = n posloupnost s nevlastní limitou, øada diverguje.Pro x = �1 je Sn(�1) = (�1)n pro n sudé rovno 1 a pro n liché je rovno �1. Tedylimita posloupnosti fSn(�1)g neexistuje, øada osciluje.Pro jxj 6= 1 od souètu (2) odeèteme jeho x-násobek (pro x 6= 0), potomSn(x) � xSn(x) = 1� xn =) Sn(x) = 1� xn1� x :Proto¾e limxn8><>: = 0; pro jxj < 1;= +1; pro x > 1;neexistuje; pro x < �1;pro jxj < 1 má posloupnost fSn(x)g limitulimn!+1Sn(x) = 11� x: (3)Koneèná limita posloupnosti n-tých èásteèných souètù (2) geometrické øady je jejímsouètem. Pí¹eme 11� x = +1Xn=0xn ; jxj < 1: (4)Graf funkce z (3) je èástí rovnoosé hyperboly pro jxj < 1.Pøíklad 2. Taylorova øada. Má-li funkce f v okolí bodu a 2 D f spojité derivacev¹ech øádù, potom Taylorùv polynomTn(x) = f(a) + f 0(a)(x � a) + f 00(a)2! (x � a)2 + � � �+ f (n)(a)n! (x � a)nroz¹íøíme na funkèní øadu +1Xn=0 f (n)(a)n! (x � a)n; (5)kterou nazýváme Taylorova øada funkce f v bodì a.Taylorova øada je speciálním pøípadem øadya0 + a1(x � x0) + a2(x � x0)2 + � � �+ an(x � x0)n + : : : ;3



která se nazývá mocninná øada se støedem x0.Geometrická øada (4) je Taylorovou øadou funkce f(x) = (1�x)�1. Funkce má v okolíbodu 0 pro ka¾dé n 2Z, n � 0, derivacif (n)(x) = n!(1� x)n+1 ; f (n)(0) = n!;pøitom de�nujeme 0! = 1. Dosazením do vzorce (5) dostaneme øadu (4).Komplexní funkceV nìkterých úvahách je výhodné pou¾ít komplexní èísla a komplexní funkci. Mno-¾inu v¹ech komplexních èísel budeme znaèit C . Komplexní funkci komplexní promìnnémù¾eme de�novat analogicky k postupu, kterým jsme de�novali reálnou funkci. Protovýklad mù¾e být struèný. Podrobnìji se lze s komplexními funkcemi komplexní promìn-né seznámit v doporuèené literatuøe, napø. [1].Základní pojmy a tvrzeníKomplexní funkce komplexní promìnné je zobrazení z mno¾iny D � C do mno¾inyC . Pro komplexní funkce f , g de�nujeme jejich souèet a souèin(f + g)(z) = f(z) + g(z) ; (f � g)(z) = f(z) � g(z):Zavedeme-li pojem �-ového okolí komplexního èísla z0 jako mno¾inu fz 2 C ; jz�z0 j < �g,mù¾eme stejnì jako u reálných funkcí de�novat limitu, spojitost funkce, posloupnostfunkcí a její limitu, funkèní øadu a její souèet. Nejpou¾ívanìj¹í jsou mocninné øady,proto jim vìnujeme nejvìt¹í pozornost.Mocninná øada o støedu z0 bude výraza0 + a1(z � z0) + a2(z � z0)2 + � � �+ an(z � z0)n + : : : ;kde a0; a1; : : : jsou komplexní èísla. Mno¾inu v¹ech mocninných øad o støedu z0 oznaèímeM0. I kdy¾ konvergenci øady zavedeme pozdìji, budeme de�novat operace mezi øadamio daném støedu. Pøitom postupujeme jako pøi operacích mezi mnohoèleny. Máme-li dánydvì mocninné øady (zøejmì bez újmy na obecnosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e z0 = 0)A(z) = +1Xn=0 anzn ; B(z) = +1Xn=0 bnzn:De�nujeme operace sèítání a násobení mocninných øad(A+B)(z) = +1Xn=0(an + bn)zn ;(A �B)(z) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)z + (a0b2 + a1b1 + a2b0)z2 + : : : :Snadno se mù¾eme pøesvìdèit, ¾e zavedené operace jsou asociativní a komutativní:1) A;B;C 2 M0 =) (A +B) + C = A+ (B + C) ; (AB)C = A(BC),2) A;B 2 M0 =) A+B = B +A ; AB = BA,3) ai = 0 ; i = 0; 1; � � � =) A+B = B ,a0 = 1 ; ai = 0 ; i = 1; 2; � � � =) AB = B.4



Budeme-li pracovat s konvergentními øadami, které tedy pøedstavují nìjakou funkci,bude nutné ze dvou funkcí sestrojit i funkci slo¾enou. Nech» tedyt = A(z) = +1Xn=0 anzn ; u = B(t) = +1Xn=0 bntn:Slo¾enou funkci u = B(A(z)), ve tvaru øady, dostaneme postupným výpoètem. Pomocízavedených operací sèítání a násobení øad dostanemet2 = a20 + 2a0a1z + (2a0a2 + a21)z2 + 2(a0a3 + a1a2)z3 + : : : ;t3 = a30 + 3a20a1z + 3a0(a0a2 + a21)z2 + (2a20a3 + 6a0a1a2 + a31)z3 + : : : ;atd.Dosadíme-li do øady B vypoèítané mocniny t, dostanemeB(A(z)) = b0 + b1t+ b2t2 + : : := b0 + b1(a0 + a1z + a2z2 + a3z3 + : : : )++ b2(a20 + 2a0a1z + (2a0a2 + a21)z2 + 2(a0a3 + a1a2)z3 + : : : ) + : : : :Dostáváme výslednou slo¾enou funkci, ov¹em jen tehdy, jestli¾e budou pou¾ité øadykonvergentní.V geodetických výpoètech se setkáme s aproximací funkce sekans y = 1= cosx.Známe-li øadu A(z), a0 6= 0, mù¾eme její pøevrácenou hodnotu sestrojit pomocí ge-ometrické øady následujícícm zpùsobem1A(z) = 1a0 + a1z + a2z2 + : : : = 1a0 11 + a1a0 z + a2a0 z2 + : : : :Je-li q = ja1a0 z + a2a0 z2 + : : : j < 1, mù¾eme na pøevrácenou hodnotu øady A(z) pohlí¾etjako na souèet geometrické øady s kvocientem q a psát1A(z) = 1a0  1��a1a0 z + a2a0 z2 + : : :�+�a1a0 z + a2a0 z2 + : : :�2 + : : :! :V praxi èasto musíme øe¹it rovnice, které obvyklými metodami øe¹it neumíme. Nìkdytyto rovnice mù¾eme pøibli¾nì øe¹it tak, ¾e funkce, které v nich vystupují vyjádøímepomocí konvergentních øad a øe¹íme úlohu tak, ¾e ka¾dou funkci nahradíme nìkolikaprvními èleny pøíslu¹né øady. Na závìr bychom ov¹em mìli udìlat odhad chyby øe¹ení(co¾ se ne v¾dy dìje).Nìkolik tvrzeníI. Ka¾dé reálné èíslo je i èíslem komplexním, a tudí¾ ka¾dá reálná mocninná øada jezároveò komplexní øadou.II. Jestli¾e komplexní, a tedy i reálná mocninná øada se støedem z0 konverguje v bodìz1 2 C , konverguje tato øada pro ka¾dé z 2 C , pro které je jz � z0j < jz1 � z0j, tj.konverguje uvnitø kruhu o støedu z0 a polomìru jz1 � z0j.5



III. Jestli¾e reálnou funkci mù¾eme rozvinout do konvergentní mocninné øady, tak kom-plexní funkci, která je vyjádøena touto øadou v C oznaèujeme stejným symbolem.Napø. znaèíme ez, sin z, cos z funkce v C de�nované jako øady.Konvergence øadyV praktických úlohách obvykle souèet konvergentní nekoneèné øady aproximujemejejím èásteèným souètem. Funkèní øadu ffng mù¾eme zapsat ve tvaru+1Xk=0 fk(x) = nXk=0 fk(x) + +1Xk=n+1fk(x) = Sn(x) +Rn+1(x); (6)kde Sn(x) je n-tý èásteèný souèet a Rn+1(x) zbytek po n-tém èlenu øady. Tak dostá-váme posloupnost n-tých èásteèných souètù a posloupnost zbytkù po n-tém èlenu øady.Jestli¾e v bodì x existuje vlastní limitaf(x) = limn!+1Sn(x);øada (6) konverguje v bodì x a má souèet f(x).Z (6) je zøejmé, ¾e limn!+1(Sn(x) � f(x)) = 0:Mù¾eme proto øíci, ¾e øada (6) konverguje a má souèet f(x), jestli¾e limita posloupnostizbytkù po n-tém èlenu øady je nula, tj.limn!+1Rn+1(x) = 0:V tomto pøípadì dále zøejmì platílimn!+1fn(x) = limn!+1(Sn(x) � Sn�1(x)) = f(x) � f(x) = 0: (7)Podmínka limfn(x) = 0 (viz (7)) je nutnou podmínkou konvergence øady.Pøíklad 3. Harmonická øada. Øada +1Xn=1 1nse nazývá harmonická øada. Splòuje nutnou podmínku konvergence, limita jejího n-téhoèlenu je nula. Uká¾eme, ¾e posloupnost jejích n-tých èásteèných souètù je neomezená,a tedy harmonická øada diverguje. K tomu vyu¾ijeme nerovnost ln(1+ x) � x (graffunkce ln(1 + x) le¾í pod teènou v bodì 0). Postupnì vypoèítámesn � ln(1 + 1) + ln(1 + 12) + ln(1 + 13) + � � �+ ln(1 + 1n );sn � ln 2 � 32 � 43 � : : : � m+ 1n ;sn � ln(n+ 1): 6



Odtud dostáváme limn!+1 sn � limn!+1 ln(n+ 1);a tedy limn!+1 sn = +1:Harmonická øada je tudí¾ divergentní.Kritéria konvergence øadyPro zji¹»ování konvergence øady s reálnými èleny se vìt¹inou nevychází z de�nice, alevyu¾ívají se tzv. kritéria konvergence. Uvedeme si tøi z nich. Pøitom si oznaèímePAn,PBn funkèní øady s de�nièním oborem D .Srovnávací kritérium.Jestli¾e pro ka¾dé n 2 N platí 0 � An � Bn, potom{ je-li øadaPBn konvergentní, je i øada PAn konvergentní,{ je-li øadaPAn divergentní, je i øada PBn divergentní.Abychom mohli pou¾ívat srovnávací kritérium musíme znát øady, které konvergu-jí, a také øady, které divergují. Tìmi jsou èasto øady geometrické, viz pøíklad 1, øadaharmonická i následující øada.Pøíklad 4. Konvergenci øady +1Xn=1 1n2doká¾eme srovnáním s øadou XAn = +1Xn=2 1n(n� 1) :Nejdøíve, ale musíme ukázat, ¾e tato øada také konverguje. Její n-tý èlen rozlo¾íme nasouèet parciálních zlomkù An = 1n� 1 � 1n:Potom pro n-tý èásteèný souèet øady platísn = 1� 12 + 12 � 13 + 13 � 14 + � � �+ 1n� 1 � 1n = 1� 1n:Limita posloupnosti n-tých èásteèných souètù je 1. Øada PAn tedy konverguje a másouèet 1.Zøejmì n(n�1) < nn pro ka¾dé n � 1, a tedy podle srovnávacího kritéria øadaP 1n2konverguje. 7



Podílové kritérium.Jestli¾e existuje q, 0 < q < 1, tak, ¾e pro ka¾dé n 2 N je An > 0 aAn+1An � q < 1; (8)øada PAn konverguje.Jestli¾e ke ka¾dému n0 2 N existuje n > n0 tak, ¾eAn+1An � 1;øada PAn diverguje.Èasto se podílové kritérium pou¾ívá v limitním tvaru: Existuje-li limitalimn!+1 An+1An = q;potom pro q < 1 øada PAn konverguje a pro q > 1 øada PAn diverguje.Odmocninové kritérium.Jestli¾e existuje q, 0 < q < 1, tak, ¾e pro ka¾dé n 2 N je An � 0 anpAn � q < 1; (9)øada PAn konverguje.Jestli¾e ke ka¾dému n0 2 N existuje n > n0 tak, ¾enpAn � 1;øada PAn diverguje.I odmocninové kritérium se èasto pou¾ívá v limitním tvaru: Existuje-li limitalimn!+1 npAn = q;potom pro q < 1 øada PAn konverguje a pro q > 1 øada PAn diverguje.Jestli¾e konverguje øada P jAnj, øíkáme, ¾e øada PAn konverguje absolutnì.Uká¾eme, ¾e jestli øada PAn konverguje absolutnì, tak konverguje.Oznaèíme A+n = max(An; 0), A�n = max(�An; 0). Potom zøejmì je An = A+n � A�n ,0 � A+n � jAnj, 0 � �A�n � jAnj. Podle srovnávacího kritéria jsou øady PA+n , PA�nkonvergentní, a tudí¾ je konvergentní i øada PAn.Potom i na øady, u jejích¾ èlenù se støídá znaménko, tj. øady alternující, mù¾emepou¾ít vyslovená kritéria. 8



Pøíklad 5. Funkce f(x) = ex má pro ka¾dé x derivace v¹ech øádù, a to f (n)(x) = ex.Její Taylorova øada v bodì 0 podle (5) jeex = +1Xn=0 xnn! : (10)Provedeme-li v (10) substituci x := �x, dostaneme Taylorovu øadu funkce g(x) = e�xe�x = +1Xn=0(�1)nxnn! : (11)Podle podílového kritéria snadno ovìøíme konvergenci obou Taylorových øad (10)a (11) An+1An = ���� (�1)nxn+1(n+ 1)! n!xn ���� = jxjn+ 1 :Pro ka¾dé x 2 R je limn!+1 jxjn+ 1 = 0 < 1:Potom obì øady (10) a (11) absolutnì konvergují a mù¾eme je seèíst i odeèíst. Dostanemeøady hyperbolických funkcícoshx = 12(ex + e�x) = 12  +1Xn=0 xnn! + +1Xn=0(�1)nxnn! ! = +1Xn=0 x2n(2n)! ;sinhx = 12(ex � e�x) = +1Xn=0 x2n�1(2n+ 1)! :Snadno se pøesvìdèíme, ¾e jsou to Taylorovy øady tìchto funkcí v bodì nula.Abychom se opìt, pro urèení Taylorovy øady, vyhnuli derivování funkcí, pou¾ijemekomplexní funkci a vlastnosti komplexních èísel.Provedeme-li v (10) substituci : x = ix, kde i je imaginární jednotka, pro kterou jei2n = (�1)n, n 2 N a i2n+1 = (�1)ni, n 2Z, n � 0, potomeix = +1Xn=0 (ix)nn! = +1Xk=0(�1)k x2k(2k)! + i+1Xk=0(�1)k x2k+1(2k + 1)! : (12)Pro ka¾dé x 2 R vyjádøíme komplexní èíslo eix v goniometrickém tvarueix = cosx + i sinx: (13)Porovnáme-li reálnou a imaginární èást komplexních èísel ve (12) a (13), dostanemefunkèní øady cosx = +1Xk=0(�1)k x2k(2k)! ; sinx = +1Xk=0(�1)k x2k+1(2k + 1)! ; x 2 R; (14)které jsou Taylorovými øadami funkcí kosinus a sinus.9



Pøíklad 6. Funkce f(x) = ln(1 + x) má v okolí 0 derivaci n-tého øádu, n � 1,f (n)(x) = (�1)n�1(n� 1)!(1 + x)n ; fn(0) = (�1)n�1(n � 1)!:Její Taylorova øada v poèátku jeln(1 + x) = +1Xn=1(�1)n�1xnn ; jxj < 1: (15)Provedeme-li v (15) substituci x := �x, dostaneme Taylorovu øadu funkce g(x) =ln(1� x), tj. ln(1� x) = � +1Xn=1 xnn ; jxj < 1: (16)®e øady (15) a (16) konvergují ovìøíme podle odmocninového kritéria. Jenr jxjnn = jxjnpn a limn!+1 npn = 1 =) limn!+1 jxjnpn < 1pro ka¾dé x 2 (�1; 1). Rozdílem obou øad dostaneme Taylorovu øaduln(1 + x) � ln(1� x) = ln 1 + x1� x = 2 +1Xn=1 x2n�12n� 1 :Pøíklad 7. Binomická øada je Taylorova øada mocninné funkce f(x) = (1 + x)m,m 2 R. Její k-tá derivace jef (k)(x) = m(m� 1) : : : (m� k + 1)(1 + x)m�k ; f (k)(0) = m(m� 1) : : : (m � k + 1):Dosazením derivací do vzorce (5) dostaneme binomickou øadu(1 + x)m = +1Xk=0 m(m� 1) : : : (m� k + 1)k! xk = +1Xk=0�mk�xk ; jxj < 1: (17)®e øada (17) konverguje ovìøíme limitním podílovým kritériem. Jelimk!+1 jm(m� 1) : : : (m� k)j(k + 1)! k!jm(m� 1) : : : (m� k + 1)j jxj = limk!+1 jm� kjk + 1 jxj = jxj:Pro ka¾dé jxj < 1 øada (17) konverguje. 10



Stejnomìrná konvergence øadyDe�nice stejnomìrnì konvergentní øady se obvykle uvádí v následujícím tvaru (do-ka¾te, ¾e ekvivalentním s tím, který jsme uvedli v úvodu):Øíkáme, ¾e funkèní øada f(x) = +1Xn=1fn(x) (18)na intervalu D stejnomìrnì konverguje k funkci f(x), jestli¾e k libovolnému " > 0existuje n0 2 N takové, ¾e pro ka¾dé n � n0 a ka¾dé x 2 D jejf(x) � fn(x)j < ":Pro urèení stejnomìrné konvergence øady vyu¾ívámeWeierstrassovo kritérium pro stejnomìrnou konvergenci øady.Nech» pro x 2 J platí (18). Jestli¾e jfn(x)j � an pro ka¾dé x 2 J, n 2 N, a èíselnáøada Pan konverguje, potom øada (18) konverguje stejnomìrnì na J.Se stejnomìrnì konvergentními øadami mù¾eme pracovat jako s koneènými souèty.Spojitost souètu stejnomìrnì konvergentní øady.Je-li øada (18) stejnomìrnì konvergentní na J a v¹echny funkce fn jsou na J spojité,potom i funkce f je na J spojitá.Derivace stejnomìrnì konvergentní øady.Jestli¾e v¹echny funkce fn mají spojitou derivaci na J, øada (18) a øada derivací f 0nje na J stejnomìrnì konvergentní, potom +1Xn=0fn(x)!0 = +1Xn=0f 0n(x):Integrál stejnomìrnì konvergentní øady.Jestli¾e øada (18) stejnomìrnì konverguje na (a; b) a funkce fn jsou na (a; b) spojité,potom pro ka¾dé �; � 2 (a; b) jeZ �� f(x) dx = +1Xn=0Z �� fn(x) dx:Pøíklad 8. Pro jxj < 1 je funkce f(x) = 1=(1 + x2) souètem geometrické øady s kvoci-entem q = �x2, tj. 1x2 + 1 = +1Xk=0(�1)kx2k:Pro jxj < 1 je øada stejnomìrnì konvergentní, proto ji mù¾eme integrovatarctgx = Z x0 dx1 + x2 = +1Xk=0(�1)k x2k+12k + 1 :Pro jxj < 1 má aproximace arctgx := x chybu (podle Lagrangeova tvaru zbytku) jR2j =jxj33 < 0:3. 11



Pøíklad 9. Funkci z pøíkladu 8 mù¾eme upravit na tvarf(x) = 11 + x2 = 1x21 + 1x2 ;a pak ji mù¾eme chápat jako souèet geometrické øady s kvocientem q = �1=x2. Tj. projxj > 1 øada 1x2 � 1x4 + 1x6 � � � �+ (�1)n�1 1x2n + � � � = +1Xn=1(�1)n�1 1x2n ;stejnomìrnì konverguje a mù¾eme ji integrovat. PotomZ +1x dt1 + t2 = +1Xn=1(�1)n�1 Z +1x 1t2n dtlimt!+1arctg t� arctgx = +1Xn=1(�1)n�1h� 1(2n� 1)t2n�1 i+1xarctgx = �2 � +1Xn=1(�1)n 1(2n � 1)x2n�1 :V geofyzice pøi pou¾ití elipsoidálních souøadnic se setkáme s aproximací funkce ar-kustangens ve tvaru arctg Eu v Eu +R2�E3u3 � ;kde E je konstantní lineární excentricita a u promìnná velikost vedlej¹í poloosy elipso-idù. Pro velká u je elipsoid nahrazován koulí. Abychom dostali tento vzorec, vra»me sek upravené derivaci funkce arkustangens:1x21 + 1x2 = +1Xn=1(�1)n�1 1x2n :Geometrickou øadu budeme integrovat tak, ¾e na levé stranì pou¾ijeme substituci u =1=t: Z +1x 11 + 1t2 dtt2 = +1Xn=1(�1)n�1 Z +1x 1t2n dt�Z 01x du1 + u2 = +1Xn=1(�1)n�1h� 1(2n� 1)t2n�1 i+1xarctg 1x = +1Xn=1(�1)n�1 1(2n � 1)x2n�1 :Chyba aproximace prvním èlenem øady je podle Lagrangeova tvaru zbytku men¹í ne¾druhý èlen øady. 12



Øadu z pøíkladu 9 bychom dostali i pou¾itím vzorcù (19).Funkèní øada +1Xn=0 cnxn = c0 + c1x + c2x2 + � � �+ cnxn + : : : ;kde ci 2 R, která nemusí konvergovat pro ¾ádné x, se nazývá asymptotický rozvojnìjaké funkce f , pro ta x 2 R, pro která platílimx!+1hf(x) � �c0 + c1x + c2x2 + � � �+ cnxn�ixn = 0;pro ka¾dé n = 0; 1; : : : , pí¹eme f(x) v +1Xn=0 cnxn :Potom je c0 = limx!+1f(x) ;c1 = limx!+1(f(x) � c0)x ; : : : ;cn+1 = limx!+1�f(x) � c0 � c1x � � � � � cnxn�xn+1: (19)Pøíklad 10. Laplaceùv-Gaussùv integrál. Substitucí x := �x2 v øadì (10) dosta-neme mocninnou øadu e�x2 = +1Xn=0(�1)nx2nn! ;která je stejnomìrnì konvergentní na celém R. Mù¾eme ji tudí¾ integrovat. PotomF (x) = Z x0 e�t2dt = +1Xn=0(�1)n Z x0 t2nn! dt = +1Xn=0(�1)n x2n+1n!(2n+ 1) : (20)Pro zbytek po n-tém èlenu platí jRn+1j � jxj2n+1n!(2n+ 1) :Napø. F (13 ) := 13 � 1333 := 0:320987654 ; jR3j � 0:0004115226337:Pro velká x øada (20) konverguje pomalu, napø. ji¾ pro x = 2 bychom potøebovali 13èlenù øady (20), aby chyba aproximace byla na ètvrtém desetinném místì. Proto na-jdeme jiné vyjádøení Laplaceova integrálu, pomocí asymptotického rozvoje. V integrálu13



pou¾ijeme n-krát metodu per partesZ +1x 12te�t22t dt = h� 12te�t2i+1x �12 Z +1x 1t2 e�t2dt == 12xe�x2 � 12 Z +1x 1t2 e�t2dt (21)Z +1x 12t3 e�t22tdt = 12x3 e�x2 � 32 Z +1x 1t4 e�t2dtZ +1x 12t5 e�t22tdt = 12x5 e�x2 � 52 Z +1x 1t6 e�t2dt:Postupným dosazením zdola nahoru dostaneme pro první tøi aplikace metody per partes,kde jsme derivovali funkci u = 1=xn a integrovali funkci v0 = e�t22t,Z +1x e�t2dt = 12xe�x2 � 122x3 e�x2 + 1 � 323x5 e�x2 � 1 � 3 � 523 Z +1x 1t6 e�t2dt:Odtud odhadneme n-tý èlen a zbytek po n-tém èlenu a integrál zapí¹eme ve tvaruZ +1x e�t2dt = 12xe�x2 �1� 12x2 + 1 � 3(2x2)2 � 1 � 3 � 5(2x2)3 + : : :+ (�1)n�1 1 � 3 � 5 � : : : � (2n � 3)(2x2)n�1 �+Rn+1(x); (22)kde Rn+1(x) = (�1)n 1 � 3 � 5 � : : : � (2n� 1)2n Z +1x 1t2n e�t2dt:Podle integrálù ve (21) je zøejmé, ¾eZ +1x 1t2n e�t2dt = Z +1x 12t2n+12te�t2dt � 12x2n+1 e�x2 :Potom jRn+1(x)j < 1 � 3 � 5 � : : : � (2n� 1)2n+1x2n+1 e�x2 :Odtud je vidìt, ¾e vezmeme-li prvních n èlenù øady (22), je absolutní hodnota chybymen¹í ne¾ absolutní hodnota následujícího èlenu. Napø. pro x = 5 a n = 2 je chybamen¹í ne¾ 1:6 � 10�15, co¾ je prakticky nula. Pøitom podle podílového kritéria øada (22)diverguje (ovìøte).Pøíklad 11. Vytvoøující funkce pro Fibonacciho posloupnost. Fibonacciho po-sloupnost se nazývá posloupnost urèená rekurentním vzorceman = an�1 + an�2 ; a0 = 0 ; a1 = 1: (23)14



Nech» posloupnost (23) je posloupností koe�cientù mocninné øady. Pøedpokládejme, ¾eexistuje funkce f , která je souètem této øady. Potom mù¾eme psátf(x) = x+ +1Xn=2anxn; (24)neboli po dosazení z de�nice (23)f(x) = x+ +1Xn=2(an�1 + an�2)xn = x+ x +1Xn=2 an�1xn�1 + x2 +1Xn=2an�2xn�2 (25)= x+ x x + +1Xn=2anxn!+ x2 x+ +1Xn=2 anxn! :Dosazením (24) do (25) dostanemef(x) = x+ xf(x) + x2f(x): (26)Odtud vypoèítáme f(x) = x1� x � x2 : (27)Funkce (27) se nazývá vytvoøující funkce posloupnosti (23). Rozlo¾íme ji na souèetparciálních zlomkù. Koøeny jmenovatele jsou�1 = p5� 12 ; �2 = �p5 + 12 :Potom x1� x � x2 = 1p5 � ��1x� �1 + �2x � �2� = 1p5  11� x�1 � 11� x�2 ! : (28)Ve (28) je první parciální zlomek souètem geometrické øady s kvocientem x=�1 a druhýzlomek souètem geometrické øady s kvocientem x=�2, tj.x1� x� x2 = 1p5  +1Xn=0� x�1�n � +1Xn=0� x�2�n! == 1p5  +1Xn=0 (p5 + 1)n2n xn � +1Xn=0(�1)n (p5� 1)n2n xn! : (29)Øada (29) konverguje pro ka¾dé x 2 (��1; �1).15



Pøíklad 12. Besselova diferenciální rovnice, Besselovy funkce. Hledejme øe¹eníBesselovy diferenciální rovnicex2y00 + xy0 + (x2 � n2)y = 0; (30)kde n je celé nezáporné, ve tvaru nekoneèné mocninné øady, která stejnomìrnì konver-guje na (�1; 1). Potom je-liy = xp +1Xk=0akxk ; jey0 = pxp�1 +1Xk=0akxk + xp +1Xk=1 kakxk�1 ;y00 = p(p� 1)xp�2 +1Xk=0 akxk + 2pxp�1 +1Xk=1 kakxk�1 + xp +1Xk=2 k(k � 1)akxk�2: (31)Dosazením z (31) do rovnice (30) dostaneme(p(p�1)+p+x2�n2)xp +1Xk=0 akxk+(2p+1)xp+1 +1Xk=1 kakxk�1+xp+2 +1Xk=2 k(k�1)akxk�2 = 0:Abychom urèili koe�cienty ai øady z (31), najdeme koe�cienty u mocniny xp, tj.(p(p � 1) + p� n2)a0 = p2 � n2 = 0:Pro a0 6= 0 je p = n.Z koe�cientù u mocniny xp+1 urèíme a1. Je(p(p � 1) + 2p+ p+ 1� n2)a1 = 0 =) (2n+ 1)a1 = 0 =) a1 = 0: (32)Rekurentní vzorec pro ak dostaneme z koe�cientù u mocniny xp+k. Je(p(p � 1) + 2pk + k(k � 1) + p + k � n2)ak + ak�2 = 0 =) (2n+ k)kak + ak�2 = 0;odtud substitucí k := k + 2 dostaneme rekurentní vzorec(k + 2)(2n+ k + 2)ak+2 + ak = 0 (33)s a1 = 0 podle (32). Je¹tì zvolíme a0 = 12nn! . Potom øe¹ení Besselovy rovnice (30) mátvarJn(x) = xn2nn! �1� x222(n + 1) + x4242!(n+ 1)(n+ 2) � : : :� = +1Xk=0 (�1)kk!(n+ k)! �x2�n+2k :(34)Funkce (34) se nazývá cylindrická funkce, nebo Besselova funkce 1. druhu.Pro n = 0, tj. Besselova funkce nultého øádu jeJ0(x) = 1� x222 + x424(2!)2 � x626(3!)2 + � � � + (�1)kx2k22k(k!)2 + : : : :Pro n = 1, tj. Besselova funkce prvního øádu jeJ1(x) = x2 �1� x2222! + x4242!3! � x6263!4! + : : :� :Besselovy funkce vyu¾ijeme pøi studiu parametrù Keplerovského pohybu planet.16



Pøíklad 13. Polomìr referenèní koule se volí také tak, aby povrch této koule a povrchreferenèního elipsoidu byly stejné. Povrch elipsoidu, který je urèen rovnicíX(�; �) = [a cos � cos�; a sin� cos�; b sin�];kde � je redukovaná ¹íøka, jeSe = aZ 2�0 d�Z �2��2 cos�qa2 sin2 � + b2 cos2 �d�: (35)Substitucí tg� = ba tg', kde ' je zemìpisná ¹íøka, pøevedeme integrál (35) na tvarSe = 4�a4b2 Z �20 cos'd'(b2 sin2 '+ a2 cos2 ')2 = 4�a2(1� e2)Z �20 cos'd'(1 � e2 sin2 ')2 ; (36)kde e = E=a je první excentricita, e2 = 0:00669438002290, E = 521:8540097 km jelineární excentricita, a = 6378:137 km.Substitucí e sin'd' = dt dostaneme integrál racionální funkceSe = 4�a2(1� e2)e Z e0 � 11� t + 11 + t + 1(1� t)2 + 1(1 + t)2� dt == 2�a2(1� e2)e �12 ln 1 + e1� e + e1� e2� :Nyní pou¾ijeme mocninné øadySe = 2�b2 +1Xn=1 e2n�22n� 1 + +1Xn=0 e2n! = 4�b2 +1Xn=0 n+ 12n+ 1e2n:Z rovnosti povrchù koule a elipsoidu dostaneme pro polomìr R koule4�R2 = 4�b2 +1Xn=0 n+ 12n+ 1e2n;neboli R2 = b2 +1Xn=0 n+ 12n+ 1e2n: (37)Budeme-li hodnotu polomìru poèítat s pøesností 0:1 km, staèí vzít první tøi èleny øady(37) (plyne z nerovnice n+ 12n+ 1b2 < 0:001).Zdlouhavému výpoètu integrálu (36) jsme se mohli vyhnout vyu¾itím binomické øady(1� e2 sin2 ')�2 = +1Xn=0��2n �(�1)ne2n sin2n ': (38)17



Potom stejnomìrnì konvergentní øadu (38) integrujemeSe = 4�b2 Z �20 +1Xn=0(1 + n)e2n sin2n ' cos'd' = 4�b2 +1Xn=0 1 + n2n+ 1e2nhsin2n+1 'i�20 == 4�b2 +1Xn=0 1 + n2n+ 1e2n: Fourierovy øadyJestli¾e na vektorovém prostoru V je de�nován skalární souèin a e1; : : : ; en jsou ne-nulové ortogonální vektory, mù¾eme ke ka¾dému vektoru x 2 V sestrojit vektorx0 = a1e1 + � � � + anen; (39)kde ai = xeijjeijj2 ; i = 1; : : : ; n:Tvoøí-li vektory e1; : : : ; en bázi prostoru V, je x0 = x. Jestli¾e netvoøí bázi prostoru V,je vektor x0 ta lineární kombinace vektorù e1; : : : ; en, která je nejblí¾e vektoru x, tj. prokterou je norma (velikost) rozdílu tìchto vektorù minimální, tj. jjx� x0jj je minimální.Nejèastìji uvádìným pøíkladem vektorového prostoru se skalárním souèinem je vek-torový prostor v¹ech n-tic reálných èísel s kanonickým skalárním souèinem(u1; : : : ; un)(v1; : : : ; vn) = u1v1 + � � �+ unvn: (40)Ka¾dé n-tici (u1; : : : ; un) nyní pøiøadíme funkci fu de�novanou na intervalu h0; n)pøedpisem fu(x) = ui ; x 2 hi � 1; i) ; i = 1; : : : ; n:De�novaná funkce je tedy po èástech konstantní. Skalární souèin (40) pak mù¾eme psátve tvaru uv = Z n0 fu(x)fv(x) dx: (41)Analogicky mù¾eme de�novat skalární souèin i pro jiné mno¾iny funkcí. Nech» F jemno¾ina funkcí, které na uzavøeném intervalu ha; bi tvoøí, s operacemi sèítání funkcía násobení funkce èíslem, vektorový prostor. Nech» pro ka¾dou funkci f 2 F existujíRiemannovy integrály Z ba f(x) dx ; Z ba f2(x) dx:Potom de�nujeme skalární souèin (f; g) funkcí f; g pøedpisem (který je zobecnìnímde�nice (41)) (f; g) = Z ba f(x)g(x) dx: (42)18



Proto¾e platí (f(x) + g(x))2 = f2(x) + 2f(x)g(x) + g2(x) a tedyf(x)g(x) = 12((f(x) + g(x))2 � f2(x) � g2(x));plyne z vyslovených pøedpokladù existence integrálu (42).Dodejme je¹tì, ¾e na vektorovém prostoru se skalárním souèinem je de�nována norma(velikost) funkce f vztahem jjf(x)jj =p(f; f):Ve vektorovém prostoru n-tic reálných èísel, i ostatních koneènìrozmìrných vektoro-vých prostorech se skalárním souèinem, jsme pøi výpoètech pou¾ívali ortogonální bázi.Ve vektorových prostorech funkcí mù¾eme najít analogický objekt, bude to posloupnostfunkcí F0 = f'0; '1; '2; : : : g z prostoru F , pro které platí1. De�nièní obor v¹ech funkcí posloupnosti F0 je daný uzavøený interval ha; bi.2. Ka¾dé dvì funkce z posloupnosti F0 jsou ortogonální.3. Jestli¾e existuje funkce f 2 F taková, ¾e (f; 'i) = 0 pro i = 0; 1; 2; : : : , potomjjf jj = 0.Význam bodù 1 a 2 je zøejmý. V bodì 3 se vlastnì po¾aduje, aby mno¾ina ortogo-nálních funkcí 'i z posloupnosti F0 byla maximální, tj. aby ji ji¾ nebylo mo¾né doplnitdal¹í funkcí tak, aby s ostatními funkcemi posloupnosti F0 tvoøila ortogonální skupinufunkcí.Analogicky k rovnici (39) mù¾eme ka¾dou funkci f 2 F aproximovat funkcíFn(x) = a0'0(x) + � � �+ an'n(x); (43)kde ai = (f; 'i)('i; 'i) = R ba f(x)'i(x) dxR ba ('i(x))2 dxpøípadnì øadou +1Xi=0 ai'i(x); (44)pokud tato øada konverguje.Polo¾íme nyní speciálnìI. ha; bi = h��; �i.II. F je mno¾ina v¹ech spojitých funkcí na intervalu h��; �i.III. F0 = f1; cosx; sinx; cos 2x; sin 2x; : : : ; cosnx; sinnx; : : : g.Uká¾eme, ¾e pro zvolené objekty jsou splnìny podmínky z bodù 1,2 a 3 a ¾e ka¾doufunkci f mù¾eme aproximovat øadou (44), která se nazývá Fourierova øada.19



Fourierovy trigonometrické øadyFunkceFn(x) = a02 + a1 cosx + b1 sinx+ a2 cos 2x + b2 sin2x+ � � �+ an cosnx+ bn sinnx= a02 + nXk=1(ak cos kx+ bk sin kx); (45)kde ak; bk 2 R, k = 0; 1; 2; : : : ; n, se nazývá trigonometrický polynom stupnì n.Funkce cos kx, sin kx jsou periodické se spoleènou periodou T = 2�. Proto i funkceFn(x) je periodická se stejnou periodou.Øada a02 + +1Xn=1(an cosnx+ bn sinnx) (46)se nazývá trigonometrická øada, nebo také Fourierova trigonometrická øada1.Polynom (45) je jejím n-tým èásteèným souètem.K výpoètu koe�cientù an, bn vyu¾ijeme skalární souèin (42) funkcí f; g spojitých naintervalu ha; bi. Vyu¾ijeme té¾ vlastností periodických funkcí (s periodou T > 0), proka¾dé c 2 R platí: Z c+Tc f(x) dx = Z T2� T2 f(x) dx:Pro lichou funkci je tento integrál nulový.Snadno ovìøíme, ¾e platíZ ��� sinnxdx = Z ��� cosnxdx = 0; n 6= 0; (47)Z ��� cosnx cos kx dx = Z ��� sinnx sinkx dx = Z ��� sinnx cos kx dx = 0 ; pro n 6= k;(48)Z ��� dx = 2� ; Z ��� sin2 nxdx = Z ��� cos2 nxdx = �: (49)Ze vzorcù (47), (48) vyplývá, ¾e systém funkcí1 ; cosx ; sinx ; : : : ; cosnx ; sinnx (50)je pro ka¾dé n ortogonální vzhledem ke skalárnímu souèinu (42). Integrály (49) urèujíètverce jejich norem.Je-li øada (46) stejnomìrnì konvergentní na intervalu délky periody funkcí (50), exis-tuje funkce f , která je jejím souètem, tj. mù¾eme psátf(x) = a02 + +1Xn=1(an cosnx + bn sinnx): (51)1Joseph Fourier (1768-1830) byl francouzský fyzik a matematik, jeho¾ èetné práce souvisí s øe¹enímobyèejných i parciálních diferenciálních rovnic. 20



Funkci f skalárnì vynásobíme funkcemi (50). Vzhledem k (47) a¾ (49) jea0 = 1� Z ��� f(x) dx ;an = 1� Z ��� f(x) cos nxdx ; (52)bn = 1� Z ��� f(x) sin nxdx ;kde n 2 N. Koe�cienty an, bn se nazývají Fourierovy koe�cienty.Zbývá zjistit, kdy je øada (46) stejnomìrnì konvergentní. Omezíme se na funkce,které mají spojitou a omezenou druhou derivaci na intervalu h��; �i, tj. pro které platí:existuje M 2 R tak, ¾e jjf 00(x)jj �M na h��; �i.Poèítejme integrál pro an ze (52) pou¾itím metody per partes, a to hned dvakrát,an = 1n� hf(x) sin nxi���� 1n� Z ��� f 0(x) sinnxdx == 1n2� hf 0(x) cosnxi���� 1n2� Z ��� f 00(x) cos nxdx == � 1n2� Z ��� f 00(x) cos nxdx:Proto¾e jf 00(x)j �M pro ka¾dé x 2 h��; �i, jejanj � Mn2� Z ��� dx = 2Mn2pro ka¾dé n. Analogicky pro koe�cienty bn. Tudí¾�����a02 + nXk=1(ak cos kx+ bk sinkx)����� � ja0j+ nXk=1(jak j+ jbkj) � ja0j+ 4M nXk=1 1k2 �� ja0j+ 4M +1Xk=1 1k2 :Fourierova øada konverguje stejnì jako konvergentní øadaP 1k2 .Platí: Je-li periodická funkce f , de�novaná na R, omezená na R, potom její Fourierovaøada konverguje pro ka¾dé x 2 R a má souèet12 � limt!x� f(t) + limt!x+f(t)� : (53)Pro chybu aproximace øady (51) jejím n-tým èásteèným souètem platíjjf(x) � Fn(x)jj2 = jjf(x)jj2 � 2(f(x); Fn(x)) + jjFn(x)jj2� jjf(x)jj2 � � a202 + nXk=1(a2k + b2k)! :21



Je-li funkce f de�novaná na h��; �i, lze ji periodicky prodlou¾it na celé R, tj. tak,¾e f(x+2k�) = f(x) pro ka¾dé x 2 h��; �i a ka¾dé k 2Z. Je-li funkce f de�novaná nah��; �i, lze k ní sestrojit funkci sudou tak, ¾e pro x 2 h��; 0i klademe f(x) = f(�x), je-li f lichá, pak pro x 2 h��; 0i klademe f(x) = �f(�x). V obou pøípadech pak sestrojímepøímé periodické prodlou¾ení. K funkci f mù¾eme sestrojit periodické prodlou¾ení pøímé,sudé, nebo liché, viz následující pøíklady.Jistì ka¾dý vidí, ¾e se dopou¹tíme nepøesnosti, v krajních bodech "pøidaných interva-lù" (u pøímého prodlou¾ení v bodech �+2k�, u lichého a sudého prodlou¾ení v bodechk�, k 2 N) máme dány dvì funkèní hodnoty. V tìchto bodech de�nujeme v pøípadìpøímého periodického prodlou¾ení,f (x) = 12f(x) + 12f(x) = 12(f(x) + f(�x)) + 12(f(x) � f(�x))a v ostatních bodech f (x) = f(x). Funkce fs(x) = 12(f(x) + f(�x)), resp. funkcefl(x) = 12 (f(x) � f(�x)) je sudou èástí, resp. lichou èástí funkce f .Zøejmì, je-li funkce f sudá, øada (51) obsahuje pouze sudé èleny, tj. je øadou kosinovouf(x) = a02 + +1Xn=1 an cosnx;analogicky pro funkci lichou dostáváme øadu sinovouf(x) = +1Xn=1 bn sinnx:Pøíklad 1. Pøímé periodické prodlou¾ení:Pro funkci f de�novanou na intervalu h0; 2�) bude jejím pøímým periodickým pro-dlou¾ením na celé R funkce, která pro x 2 h2k�; 2(k+1)�), k 2 Z, bude nabývat hodnotyf(x � 2k�).Napø. pro funkci f(x) = x Fourierovy koe�cienty jsoua0 = 1� Z 2�0 xdx = 2�;ak = 1� Z 2�0 x cos kx dx = 1k� hx sin kxi2�0 � 1k� Z 2�0 sinkx dx = 0;bk = 1� Z 2�0 x sin kx dx = � 1k�hx cos kxi2�0 + 1k� Z 2�0 cos kx dx = �2k cos 2k� = �2k :Fourierova øada dané funkce je x = � � 2 +1Xk=1 sin kxk :Podle (53) mù¾eme vyu¾ít Fourierovu øadu k urèení souètu èíselných øad. Napø. prox = �2 je �2 = � � 2+1Xk=1 sink �2k =) �4 = 1� 13 + 15 � 17 + � � � = +1Xk=0 (�1)k2k + 1 :22



Pøíklad 2. Sudé periodické prodlou¾ení:K funkci f(x) = x na intervalu h0; �) de�nujeme funkci sudou rovnicí f(x) = jxj,x 2 h��; �i. Potom sudé periodické prodlou¾ení bude pøímým prodlou¾ením funkcey = jxj.Fourierovy koe�cienty funkce f , vzhledem k tomu, ¾e je to funkce sudá, jsoua0 = 2� Z �0 xdx = �;ak = 2� Z �0 x cos kx dx = 2k�hx sin kxi�0� 2k� Z �0 sin kx dx = 2k2� (cos k� � 1) == 2k2� ((�1)k � 1);bk = 0:Kosinusová Fourierova øada dané funkce jejxj = �2 � 4� +1Xk=1 cos(2k � 1)x(2k � 1)2 :Podle (53) pro x = 0 je0 = �2 � 4� +1Xk=1 1(2k � 1)2 =) �28 = +1Xk=1 1(2k � 1)2 :Pøíklad 3. Liché periodické prodlou¾ení:Pro funkci f(x) = ex de�novanou na intervalu h0; �) sestrojíme lichou funkcif(x) = 8><>: ex; pro 0 < x � �;0; pro x = 0;�ex; pro �� < x < 0;kterou periodicky roz¹íøíme na R. Fourierovy koe�cienty funkce f , vzhledem k tomu, ¾eje to funkce lichá, jsou ak = 0 ; k = 0; 1; 2; : : :bk = 2� Z �0 ex sinkx dx:Pro výpoèet primitivní funkce pou¾ijeme dvakrát metodu per partes:Z ex sin kx dx = ex sin kx� k Z ex cos kx dx = ex(sinkx� k cos kx)� k2 Z ex sin kx dxZ ex sin kx dx = 1k2 + 1ex(sinkx � k cos kx):Potom bk = 2�(k2 + 1) [ex(sin kx� k cos kx)]�0 = 2k�(k2 + 1) (1� (�1)ke�):Fourierova øada funkce f jeex = 2� +1Xk=1 kk2 + 1(1� (�1)ke�) sin kx:23



Pøíklad 4. S.Ferraz-Mello v roce 1964 de�noval stínovou funkci 	, která byla rovnanule, jestli¾e dru¾ice byla ve stínu Zemì a jedné, jestli¾e byla osvìtlena Sluncem. Jsou-li�, ' geocentrické souøadnice dru¾ice, lze stínovou funkci zapsat ve tvaru	(�) = � 0; �' < � < ';1; �� < � < �' ; ' < � < �:Tuto funkci vyjádøil Fourierovou øadou	(�) = a02 + +1Xk=1 ak cos k�:Vypoèítáme Fourierovy koe�cienty:a0 = 2� Z �' d� = 2� (� � ') ;ak = 2� Z �' cos k�d� = � 2k� sink':Potom stínová funkce je	(�) = 1� '� � 2� +1Xk=1 1k sink' cos k�:Pøíklad 5. Pro elipsu danou implicitní rovnicíx2a2 + y2b2 = 1 (54)urèíme její rovnici polární % = %('), vzhledem k pólu v jejím jednom ohnisku. Dorovnice (54) dosadíme souøadnice bodù elipsy v polárních souøadnicích, kde E je lineárníexcentricita, x = E + % cos' ; y = % sin':Postupnou úpravou dostaneme kvadratickou rovnici pro %(a2 �E2 cos2 ')%2 + 2%Eb2 cos'� b4 = 0:Její diskriminant jeD = 4(E2b4 cos2 '+ a2b4 � b4E2 cos2 ') = 4a2b4:Z koøenù kvadratické rovnice nás zajímá ten, který je kladný (% je vzdálenost), tj.% = �Eb2 cos'+ ab2a2 �E2 cos2 % = b2 a �E cos'a2 �E2 cos2 ':24



Odtud % = b2a+E cos' = p1 + e cos'; (55)kde jsme oznaèili p = b2=a, tj. parametr, e = E=a je numerická excentricita. Pro e < 1dosáváme elipsu, pro e > 1 hyperbolu a pro e = 1 parabolu. Tohoto vyjádøení elipsy sevyu¾ívá v Keplerových zákonech a pøi studiu elementù Keplerovského pohybu.K aproximaci funkce (55) vyu¾ijeme n-tý èásteèný souèet Fourierovy øady. Funkce(55) je sudá, proto koe�cienty bk jsou nulové. K urèení dvou koe�cientù an budemepotøebovat integrál funkce (55). K jeho výpoètu pou¾ijeme substituci tg 12' = t. Potomd' = 2dt1+t2 , cos' = 1�t21+t2 a t 2 h0;+1). Po dosazení dostávámeZ ��� d'1� e cos' = 4Z +10 dt1� e+ (1� e)t2 = 41� e Z +10 dt1 + 1�e1�e t2 == 41� er1� e1� e "arctg tr1� e1� e #+10 = 4�2p1� e2 = 2�ab ;kde p1� e2 =q1� E2a2 .Nyní pro Fourierovy koe�cienty platía0 = b2a� Z ��� d'1 + e cos' = 2b:Integrál prvního koe�cientu øe¹íme rozklademZ ��� cos'd'1 + e cos' = 2e Z �0 �1� 11 + e cos'� d' = 2e �� � �ab � = 2�(b � a)be :Potom a1 = b2�a Z ��� cos'd'1 + e cos' = �2ba� bE :Pro výpoèet druhého koe�cientu pou¾ijeme pøedchozích integrálùZ ��� cos 2'd'1 + e cos' = Z ��� 2 cos2 '� 11 + e cos' d' = �Z ��� d'1 + e cos' + 2e2 Z ��� e2 cos2 'e cos'+ 1d' == �Z ��� d'1 + e cos' + 2e2 Z ���(e cos'� 1)d'+ 2e2 Z ��� d'e cos'+ 1 = 2�a(a � b)2E2b :Potom a2 = b2�a Z ��� cos 2'd'1 + e cos' = 2b (a � b)2E2 :I pro výpoèet tøetího koe�cientu pou¾ijeme rozkladZ ��� cos 3'd'1 + e cos' = Z ��� 4 cos3 '� 3 cos'1 + e cos' d' == 4e3 Z ��� �1 + e3 cos3 '1 + e cos' d'� Z ��� d'1 + e cos'�� 3Z ��� cos'1 + e cos'd' == 4e3 Z ���(1� e cos'+ e2 cos2 ')d'� 4e3 Z ��� d'e cos'+ 1 � 3Z ��� cos'1 + e cos'd':25



Potom s vyu¾itím pøedchozích intergálù dostanemea3 = b2�a Z ��� cos 3'd'1 + e cos' = �2b (a � b)3E3 :Z vypoèítaných koe�cientù odhadneme tvar Fourierovy øadyb2a +E cos' = 2b�1� a � bE cos'+ (a� b)2E2 cos 2'� (a � b)3E3 cos 3'+ : : :� :
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