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Matice prechodu

Je-1i V vektorovy prostor a V = {vy,...,v,} je jeho baze, miZeme kazdy vektor
x € V napsat jako linearni kombinaci vektoru baze, tj.

n
X=x1V] +---+T,Vy,, TeSp. X = invi’ T1,...,2y € R. (1)
i=1
Je-li W = {w,...,w,} jind baze prostoru V, pak také miZzeme psat

Wi = a11Vy +a21vVa + -+ + ap1Vy,

......... (2)

Wy, = A1p V1 + A2pVa + -+« + QunVip -

Matice A = (a;5), i,j = 1,...,n, se nazyva matice prechodu od baze V k bazi W.
Vyjaditme-li vektor x v bazi W
n
X = Z ;Efin ,
Jj=1

a dosadime vektory (2), dostavame
n n n n
! !
X = E ZL’J E a;jvi = E a.ij;z;j V.
i i=1 \j=1

ProtoZe soutadnice vektoru, v dané bazi, jsou urceny jednoznac¢né, srovnanim s vyjad-
fenim vektoru x v (1) dostavame pro jeho soutradnice

n
. — . /
T = aijT;.
Jj=1

Linearni operator

Necht V, W jsou vektorové prostory. Zobrazeni A: V — W, pro které plati

Alx+y) = Alx) + Aly),
Alax) = a A(x),

prokazdax,y € Vakazdé a € R, se nazyva linearni operator na vektorovém prostoru
V s hodnotami ve vektorovém prostoru W.

Linearni operator je zobrazeni, které kazdému vektoru x € V pfifadi vektor A(x) €
W. Je-li W = R, operatoru A se fika funkcional, v geometrii pak linearni forma. Je-li
V=W, je A transformace prostoru V.



7 vyslovené definice vyplyva, Ze jsou-li x,uy,...,u; € V a
X =x1uy +---+apug, je AX)=z1A(uy)+ -+ A(ug).

Protoze kazdy vektor mizeme vyjadfit jako linearni kombinaci vektortt baze, linearni
operator je dan obrazy vektoru baze.

Necht V = {vy,va,...,v,} je baze prostoru V.a W = {wqy,wa,..., W, } je baze
prostoru W. Potom kazdy vektor A(v;) vyjadiime jako linearni kombinaci vektort baze

W

A(vy) = annwy + aaiwa + -+ + U1 Wiy
A(va) = a1aW1 + a2aWa + -+ + U2 Wiy

A(Vn) = a1p W1 + a2,W2 + -+ + GmpWi.

Kazdému operatoru A je tak, vzhledem k bazim V a W, piitazena matice A = (a;;),
1=1,...,m,j=1,...,n. Ztejmé ke kazdé matici m x n existuje zobrazeni prostoru V
do prostoru W.
Ziejmym zpusobem definujeme soucet linearnich operatorit na vektorovém prostoru
V s hodnotami ve W. Souétem operatora A, B je operator A + B, pro ktery plati
(A + B)(x) = A(x) + B(x), pro kazdy vektor x € V. Podobné definujeme: nasobek
linearniho operatoru A redlnym ¢islem o € R je linearni operétor, pro ktery plati
(aA)(x) = aA(x).
Ziejmé plati: Je-li A: V=W a B: V— W, potom
e souétu operatort A + B je prifazen soucet jejich matic A + B,
e nasobku operatoru a4 je prifazen nasobek jeho matice cA.

Necht A je operator z vektorového prostoru V.do Va V = {vy,...,v,} je baze V.
Jak bylo feceno, kazdy vektor x miZeme psat jako linedrni kombinaci (1) vektora baze.
Oznacéime-li

W; :A(Vi)7 1= 17...771,
muzeme vektory w; psat ve tvaru (2). Matice A = (a;;), i, = 1,...,n, se nazyva
matice operatoru A.
Potom obrazem vektoru x je vektor

n
!
X = E TiW;.
i=1
Po dosazeni za vektory w; pro néj dostavame vyjadreni

x' = ri(avi4 -+ anvy) Fxa(aavi+ - anavp) + - F ap(@a v+ ann V).

Oznac¢ime-li x' = (2], ..., 2] ) souradnice vektoru x’ v bazi V, dostaneme

I

Ty = a11°01 + a12T2 + -+ A1 Ty,
I

Ty = A21T1 + Q2272 + -+ + A2, T,

!
T, = an1 + Ap2T9 + -+ ApnTa,



v maticovém tvaru pak
x'T = AxT.

Bude-1i B dalsi operator z V do V dany matici B, mtizeme oba operatory slozit. Oznacime-
li x"” obraz vektoru x’ pii operatoru B, je

x"T =Bx'T =BAxT. (3)
Zjistili jsme, ze plati:

Ma-li operator A, resp. B, matici A, resp. B, potom sloZeny operator C = Ao B, pro
ktery plati

mé matici C = BA.

Priklad 1. Otoéeni v euklidovské roviné. V zaméreni roviny zvolime ortonormalni
bazi € = {e1,e2}. Kazdy vektor x miizeme urcit jeho velikosti ||x|| a orientovanym
thlem ¢, vektord ey a x (prvai rameno thlu je uréeno vektorem ey ). Potom vektor x
miizeme psat ve tvaru

x = ||x]| cos v €1 + ||x]| sinp, 3.

Pri otoceni o 1ithel a se vektor x zobrazi na vektor x', ktery bude mit stejnou velikost a
jeho tuhel s vektorem ey bude ¢, + o, tj.

X' = |[x]|cos(s + a)er + [ sin(gs + a)es =
= ||x]|(cos @ cos o — sin @, sina) eq + ||x]|(sin @, cos a + cos g, sina) e; =
= ||x|| cospr(cosae; +sinaes)+ ||x||sinp,(—sina e, + cosaeq).
Tudiz obrazy vektorii baze, v tomto otoceni, budou vektory
ej =cosae; +sinaey,
e, = —sinae; + cosa e;.

Vektory e, e, urcuji v roviné ortonormalni béazi £'.

Matice
A _ [0S, —sina
sina, cosa
je matice prechodu od baze £ k bazi £'. Jestlize baze £, £ urcuji v roviné dvé kartézské
soustavy souradnic se spoleénym pocatkem P, potom matice A~ je matice rotace

soustavy (P,z,y) kolem pocatku o thel a do soustavy (P, z',y’). Transformace mezi
obéma soustavami souradnic je

'\  [cosa, —sina e
y' )  \sina, cosa y /)

Doplnime-li baze £ a £ na ortonormalni baze prostoru R3, potom matice

1, 0, 0 cosa, 0, —sina cosa, sina,
A, =10, cosa, sina | ,A, = 0, 1, 0 , A, = | —sina, cosa,
0, —sina, cosa sina, 0, cosa 0, 0,

jsou matice rotace kartézské soustavy souradnic v prostoru poradé, kolem osy x, y, z.

)



Priklad 2. Pri urdovani polohy hvézdy je treba brat v tivahu také pohyb precesni,
nutacni a vlastni rotaci Zemé, které jsou dany tihlovou rychlosti, tzv. Eulerovymi
ahly ¢, ¥ a ¢. Vyslednd transformace topocentrickych souradnic hvézdy (kartézské
souradnice s poc¢atkem ve stanovisti pozorovatele) [x,y, z] na [2'y'z'] je sloZena ze ti{
rotaci:

1. rotace kolem osy z o precesni tihel 1, ve které osa = prejde v priisecnici x,, rovin
xy a z'y’. Jeji matice je
cost, siny, 0
Ay = | —siny, cosy, 0
0, 0, 1

2. rotace kolem osy xy o nutacni tthel 9, ve které osa z prejde v osu z' = zy. Jeji
matice je
1, 0, 0
Ay =10, cosd, sinvd

0, —sind, cosv

3. rotace kolem osy z' = zy o tthel ¢ vlastni rotace Zemé, ve které osy xy, yy prejdou
v osy ¥, y'. Jeji matice je

cosy, sing, 0
A, = | —sing, cosp, 0
0, 0, 1

Matice vysledné transformace, podle (3), je soucinem matic A, Ay Ay

cos ¢ cos b — sin p cos Y sin ¥, cospsiny + singcostdcost,  singsind
—sinp cosy) — cospcosvsiny, —sinpsiny + cosycostcosh, cospsind
sin ¥ sin 1, —sin v cos 1, cos v

Afinita

Délici pomér ti1, po dvou riznych, bodi X,Y, Z jedné primky, je éislo

° llif(gll’ jestlize bod Z neni bodem usecky XV,
° —%, Jjestlize bod Z je bodem tusecky XVY.

Zobrazeni na euklidovském prostoru f: E3 — E3 se nazyva afinita, jestlize pro kazdé
t11 navzajem ruzné body X,Y, Z, které lezi na jedné piimce, plati:

jejich obrazem je bud jeden bod, nebo tfi navzajem rtizné body X', Y’, Z’ jedné pfimky
a délici poméry vzoru a obrazil jsou stejné.

Stred S dvojice bodii A, B miizeme charakterizovat pomoci déliciho poméru tak, Ze je
to takovy bod primky AB, pro ktery je délici pomér bodu A, B, S roven —1. Tudiz afinita
zobrazi stted libovolné dvojice bodi na stied jejich obrazi. Dvé dvojice bodu A, B a
A, B uréuji stejny vektor pravé tehdy, kdyz dvojice bodtt AB a AB malji spoleény stied.



K afinité f tudiz miZeme definovat zobrazeni A zaméieni V3 euklidovského prostoru
E; do zaméreni V3 tak, Ze

AX =Y) = f(X) - f(Y)
a obraz vektoru nezavisi na tom, které dvojice bodt jej urcéuji. Séitani vektoru je defi-
novano rovnosti (B — A) 4 (C — B) = C' — A. Snadno se mtZeme presvédéit, Ze nasobeni

vektoru éislem muiZeme popsat pomoci déliciho poméru. TudiZ zobrazeni A je transfor-
mace vektorového prostoru V.

K afinité f tudiz existuje transformace na vektorovém zaméreni V3 euklidovského
prostoru A: V3 — V3 tak, Ze zvolime-li soustavy soufadnic

&= <O7el7627e3>7 resp. g= <P7g17g27g3>7
pro prostor vzort, resp. prostor obrazii a P = f(O) = [by, b, bs], pak obraz bodu
X =0+ z1e1 + x2e9 + 23€3

je bod
f(X) = f(O) + v1 A(er) + 22 A(e2) + z3.A(es3),

ktery v soustavé soutradnic G ma vyjadreni
f(X) =P +aigi+ 738 + 7383

Je-li A matice operatoru A vzhledem k bazim &£ a G, tj. matice pfechodu od baze £

k bazi G, je

!

Xy aii, diz, dis 1 by

/ —

Ty | = | a1, a2z, a3 xo | + | bo (4)
!

T3 asy, ds2, dss €3 bs

analytické vyjadreni afinity v prostoru. Z rovnice (4), ktera ma dvanact neznamych a;;,
b;, je ziejmé, ze k uréeni afinity potrebujeme znat dvanact podminek, napt. ¢tyri dvojice
odpovidajicich si bodi.

Afinita v roviné
Kazdou afinitu v roviné E, mutZzeme psat ve tvaru
)= 2 G)+ ()
/A + .
) az1, 422 Y ba

Bod X = [z,y], pro ktery plati f(X) = X, nazyvame samodruzny bod afinity f.
Pro jeho souradnice plati soustava dvou nehomogennich rovnic pro dvé neznamé x,y

1—ann, —aiz z\ _ (b
—day, 1 —as9 Yy N by )



Jednorozmérny podprostor {u} C V,, uréeny nenulovym vektorem u, nazveme smér
roviny FEp. Smér {u} bude samodruzny smér operatoru A, jestlize vektory u a A(u)
budou linearné zavislé, tj. jestlize existuje realné ¢islo A # 0 takové, Ze

A(u) = \u, nebo-li Au” = \u”.

Cislo \ se nazyvéa vlastni ¢islo operatoru A, resp. vlastni ¢islo matice A. Nenulovy
vektor u se nazyva vlastni vektor operatoru A, resp. vlastni vektor matice A. Je-li
A = 0, je obrazem primky, se smérovym vektorem u, bod.

Vlastni vektory jsou feSenim soustavy dvou homogennich rovnic pro dvé neznamé

ap — A, a2 ury (0
a1, agg — A (75) N 0 )

Aby tato soustava méla netrivialni feSeni, je nutné a staci, aby determinant matice

s parametrem A\

soustavy byl nulovy, tj.
app — A, a12

‘ — 0. (5)

Rovnice (5) se nazyva charakteristicka rovnice vlastnich éisel matice A.

ast, aza — A

Priklad 3. Pro rovinné transformace, které zname ze stredni skoly, a jsou popsany
nasledujicimi rovnicemi, urcete samodruzné body a samodruzné sméry. Vypocditejte téz

(=0 D06)

2. translace (posunuti) o vektor (by,bs)

()= G D))

3. stejnolehlost se stredem v pocatku a koeficientem A

2\ (A0 x
y' ) \0, AJ\y
4. podobnost s koeficientem A

()= 0)-G)

5. rotace, otaceni kolem pocatku o thel o, a # kn, k € 7,

'\ [cosa, —sina x
y' )  \sina, cosa Yy

6. stredova soumérnost o stredu v pocatku

()= %) ()

determinant matice zobrazeni.
1. identita



7. 0sova soumérnost s osou x
2\ (1, 0 x
y' ) \0, —=1)\y

Transformace v roviné (nebo prostoru) je shodnost, jestlize jeji matice je ortogonalni,
tj. jeji fadky tvori mnozinu ortonormalnich vektori. Potom determinant matice je roven
jedné, nebo minus jedné. Shodnosti s kladnym determinantem jsou primé, se zapornym
determinantem neprimé.

Priklad 4. Uréime vsechny shodnosti v roviné, které maji samodruzny bod [2,0] a sa-
modruzné sméry (1,1), (1,—1).

Shodnosti, vyhovujici danym podminkam, mohou byt: Identita, osova, nebo stredova
soumeérnost.

a) Jestlize pro dané sméry plati:
(1,1) = (1,1), (1,-1) — (1,-1),

jedna se o identitu. Jeji rovnice jsou

b) Jestlize pro dané sméry plati:
(1,1) = (1,1), (1,-1) = (—1,1),

jedna se o osovou soumeérnost. Jeji osa je urcena samodruznym bodem a smérem
(1,1). Proto jeji rovnice jsou

=y +2, y =22
c) Jestlize pro dané sméry plati:
(1,1) = (=1,-1), (1,-1) — (1,-1),

jedna se o osovou soumeérnost. Jeji osa je urcena samodruznym bodem a smérem
(1,—1). Proto jeji rovnice jsou

=—y4+2, y=—z+2.
d) Jestlize pro dané sméry plati:
(1,1) = (=1,-1), (1,-1) = (—1,1),
jedna se o stredovou soumérnost se stredem v samodruzném bodé. Proto jeji rovnice
Jjsou

/ —

=—z+4, ¢y =—v.



Priiklad 5. Podobnostni transformace v geodézii se rika zobrazeni v roviné, sloze-
nému z translace, rotace a méritkové transformace (dilatace). V roviné R? zvolime dvé
kartézské soustavy souradnic, S = (0,z,y) a 8" = (0, 2',y"). Identickym bodem se v
geodézii nazyva bod X, ktery je dén (zaméren) souradnicemi v obou soustavéich sourd-
nic. PrestoZe je to ten samy bod, oznacime ho X = [z,y], resp. X' = [2',y'] v soustavé
S, resp. §'. Potom transformovany bod X' ze soustavy S’ do soustavy S, vzhledem
k mérickym chybam, nebude totozny. Proto je treba vedle translace a rotace provadét
meéritkovou transformaci.

Oznacime jesté O’ = [ty,t,] a ¢ = <(z,2'). Potom translace je urcena vektorem
0" — O = (t,,t,) a matice rotace je

cosp, —sine
sing, cosp )
Délkovy koeficient ¢ pro dilataci se definuje jako pomér vzdalenosti dvou bodii v sou-

stavé 8" a vzdélenosti téchto bodil v soustavé S.
Vysledna transformace ma potom tvar:

x cos —gsin x! t
— [ 4°98%; gsimne (). (6)
Y gsiny, qcos Y ty
Oznacime-1i \| = qcosp, \y = gsin, potom transformacni rovnice maji tvar

r=M2 — Ny +1,
y =My + X2’ + ty.

To je soustava dvou rovnic pro ¢tyri neznamé \i, \a,t,,t,, kterou mizema zapsat ve
tvaru

M

x o, —y', 1, 0 A

ty

o~

Pro jednoznacné urceni vsech ¢tyr neznamych je tudiz treba zamérit dva riizné body
v obou soustavach souradnic, tj. body X; =[x, y:]s, X| = [2},yl]s, i = 1, 2.
Soustava (7) bude mit potom tvar

1 lJl? _y17 17 0 /\1
zo | | 2y, —yhy, 1,0 A2 ®)
2l B yi? 21?/17 0, 1 te
Y2 yé? 1,/27 07 1 ty

Priklad 6. Helmertova transformace je podobnostni transformace pro pripad 2k,
k> 2 zamérenych bodi (s métickou chybou). Provedeme-li pro kazdou dvojici bodii po-
dobnostni transformaci z prikladu 5, dostaneme riizné hodnoty parametrii A1, A2, 1., 1.
Proto je treba provést vyrovnani mérickych chyb. Nejpouzivanéjsi metoda vyrovnani je
metoda nejmensich ¢tverelt (MNC).



Oznac¢ime-1i X = [z,y] bod v souradnicové soustavé S, X transformovany bod X' =
[/, y'] ze soustavy S’ do soustavy S, podle MNC hledime koeficienty transformace tak,
aby

|| Xo — X||* = min
pro kazdou dvojici bodi. (Dva body podle (8) urcuji koeficienty transformace. ) Oznacime-
liv= Xy — X, potom podle (8) je

1,/17 _y17 17 0 1
1,/27 _yé7 17 0 ZT9

: : : A

; ' Ao T
1,/5“ _%;m 17 0 ta - Tk =V,
Y1, Ty, 07 1 t A

. . . . y .
Yr» g 0, 1 Yk

v maticovém tvaru
AhT —xT =+T.

Soucin AhT je maticové zapsana linearni kombinace sloupcovych vektori s,,sy, 83,84
matice A s koeficienty A\, Ay, t,,1,. Velikost vektoru v bude minimalni, jestlize tento
vektor bude ortogonalni na vektory si,ss,83,84, tj.

AT(ART —xT) =0,
(ATA)hT = AT xT.
Odtud
h" = (ATA)TTAT xT
je vyrovnany vektor koeficientii Helmertovy transformace.
Numerické zadani:

X1 = [102734.555;103013.662] , X| = [0.0;345.182],

X, = [ 73262.232; 73465.333], X, = [0.0;0.0]
Oznacime a = 345.182, potom podle (8)

0, —a, 1, 0\ ' 0, a 0, 0\~ 0, o L !
0, 0, 1, 0 10 =—a —d, 0 |-t L0 0
a, 0, 0, 1 a2l -a 0, 0, 0 o 1, 0 0 |’
0, 0, 0, 1 a, 0, 0, —a? 0, 0, 0, 1
kde L =2.89702244-107%. Potom

0, o0 1, -1 1 L —y2) 85.602172 18

-1, 10, 0 zg | _ | t(az—a) | _ [ —85.3819811

0, 1, 0, 0 yi | E | 73262.232

0, 0, 0, 1 Y2 Yo 73465.333

Helmertova transformace je dana rovnicemi
x\ [ 85.60217218, 85.3819811 x! n 73262.232
y ) \ —85.3819811, 85.60217218 Y 73465.333 /-

10



Priklad 7. Pomoci jednotkového ¢tverce definujeme transformaci, ktera se vyuziva pri
kodovani obrazu pro elektronicky prenos. Matice této transformace souvisi s ¢iselnou
posloupnosti Fibonacciovou.

Zvolme ¢tverec ABCD takto: A = [0,0], B = [1,0], C = [1,1], D = [0,1]. Déle
rozlisime dva pripady, kdy souradnice x,y ¢tverce splituji podminku (kreslete si obrazek)

a) r+y>1
b) 0<x+4y<1.

a) Trojihelnik BCD zobrazime, v osové soumérnosti s osou y = x, na trojihelnik

BICIDh kde Bl == D, D1 == B, Cl == C, tj

)=o) ()

vi) \1L, 0/\y/’

Déle trojihelnik B1C1 Dy, v afinité (elaci) s osou D1Cy a smérem s = (0,—1), na
trojithelnik B'C'D’, kde C' = Cy, D' = Dy, B’ = A, tj.

()= D6+

Slozenim obou zobrazeni dostaneme vyslednou transformaci pro danou podminku:

x! 0, 1 x 0
()= D))+ (5)
b) Trojihelnik ABD zobrazime, v osové soumérnosti s osou y = x, na trojihelnik

AlBlDl, viz a).

Trojihelnik Ay By Dy, v afinité (elaci) s osou D1Cy a smérem s = (0,—1), na troj-
thelnik AQBQDQ, kde D2 == Dl, A2 == [07 —1], BQ == A, viz a).

Trojihelnik A; By Dy, v translaci s = (0,1), na trojihelnik A'B'D’', kde A’ = A,

B'=D, D =C, tj.
;L’/ . 17 0 X9 0
()= G5 G+ ()

Slozenim vsech ti'1 zobrazeni dostaneme vyslednou transformaci pro danou podminku:

)-8 )G

1, 1
nosti, ktera je dana rekurentnim vzorcem

Prvky mocnin matice A = ( > transformace jsou prvky Fibonacciovy posloup-

Fopw=Fo o+ F,, o =0, F; =1,

2 _ 17 1 3 _ ]-7 2 n __ Fn—h Fn
A _<17 D)=y 5) =R 5

11
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Homogenni souradnice, kolineace

V euklidovském prostoru mizeme pracovat se zobrazenimi, ktera kazdy zna a o kte-
rych jsme dosud nemluvili. Piikladem takového zobrazeni je stredové promitani. V pro-
storu E3 zvolime rovinu 7 a stfed promitani S, ktery nelezi v roviné 7. Potom k libo-
volnému bodu X # S budeme hledat prisec¢ik X’ primky SX s rovinou 7. Piikladem
takového zobrazeni je fotografie.

Vidime, Ze bude-li piimka SX rovnobézna s rovinou 7, tak hledany bod neexistuje.
Aby kazdy bod X z prostoru mél sviij obraz X', doplnime rovinu 7 o tzv. nevlastni
body.

Oznaéime v mnozinu vSech jednorozmérnych podprostori (smért, smérovych vektor
piimek rovnobéznych s rovinou ) vektorového prostoru Vs, zaméreni roviny #. Prvky
mnoziny v se nazyvaji nevlastni body a mnozina ¥ = 7 U v se nazyva projektivni
rozsireni roviny 7.

Kazdym nenulovym vektorem x € V3, ktery neni ze zaméreni Vo, a bodem S je uréena
promitaci pfimka protinajici rovinu 7 v bodé X. Ziejmé nenulovy nasobek vektoru x
urcuje stejny bod X. Zvolime-li libovolnou béazi {a;, as, a3} prostoru Vi, miZzeme uréit
soufadnice (21,22, 23) vektoru x v této bazi. Tyto soufadnice uréuji vektor x, a tedy i
bod X. ProtoZe s trojici (21, x2,23) uréuje bod X i trojice (kxq,kxq, kxs), kde k # 0,
nazyvaji se tyto souradnice homogenni souradnice bodu X.

Méame-li v roviné 7 zvolenou kartézskou soustavu soutadnic (P, eq,es), oznacime
e3; = P — § a zjistime, jak spolu souvisi kartézské a homogenni souradnice bodu X.

Jsou-li z,y kartézské souradnice bodu X, je

X:P—I—xel—l—yeg.
Bod X mutzeme uré¢it napt. vektorem X — S. Potom
X—-S=(P—S)+ze;+yes, tj. X — 5 =ze; +yey +1-es.

Bod X ma4 tedy homogenni soutadnice (x,y,1).

Nevlastni body jsou urcéeny vektory ze zaméreni Vs, to znamena vektory, které maji
posledni soutadnici nulovou.

Projektivni rozsifeni prostoru E3 provedeme formalné tiplné stejné, ale pro nazornou
predstavu nam chybi jeden rozmér. Opét oznacime v mnozinu vsech jednorozmérnych
podprostorti prostoru Vs a jeji prvky nazveme nevlastni body. Mnozinu E5 = Fs U v
nazveme projektivnim rozsifenim prostoru E;.

Mame-li v prostoru E3 danu kartézskou (nebo linearni) soustavu soutadnic (O, ey, €3, €3)
a v této soustaveé je bod X = [z, v, z], potom jeho homogenni soutadnice jsou (kx, ky, kz, k)
pro kazdé k # 0.

Je-li U nevlastni bod uréeny vektorem u = (uy, u2,us), jsou jeho homogenni sourad-
nice (uy,ug,us,0).

Necht nyni obricené X € E5 méa homogenni soutadnice (21,23, 23, 74)

o je-li #4 # 0, je étverici (w1, 22,23, 24) uréen bod z Ez, fikame té7 vlastni bod.
Jeho kartézské (resp. linearni) soutadnice jsou
T T2 T3
=t =2 _ 3

M y M
T4 T4 T4

12



o je-li x4 = 0, je Ctveticl (x1, 22,23, 24) uréen vektor ze zaméteni prostoru Es,
fikdme té7 nevlastni bod. Jeho kartézské (resp. linedarni) soutradnice tedy jsou
(x1,22,23). Rovnice

Ty = 0

je rovnice nadroviny. MnoZina v se proto nazyva nevlastni nadrovina pro-
storu Ejz.

Afinita v prostoru, jak uz jsme uvedli, je dana rovnici (4), nebo-li

!

x aii1, diz, 4ai3 xr by
! _

y | = | a1, a22, as3 y |+ b
!

Z asy, dasz, 433 Z bs

7 o
pro zobrazeni bod1, resp.

x aii, diz, 4dis x
! _

Y = | 421, d22, {23 Y
!

Z asy, d3z2, 433 Z

pro zobrazeni vektorii. Obé tyto rovnice miuzeme pomoci homogennich soutradnic zapsat
jednou rovnici ve tvaru

air, @12, a13, by

9 (9)

asy, dasz, a33, bs

0, 0, 0 1

[E/

! b
Y a1, dzz, 423, 02
Z/

k

oS NS

kde je k = 1, zobrazujeme-li vlastni bod a k& = 0 pii zobrazovani nevlastnich bod1, t;.
vektort.

Rovnice (9) v homogennich souradnicich je specialnim pripadem rovnice

Ty a1, di12, a1z, di4 a1
T _ | @21, d22, da23, da24 T3 (10)
Slff; asi, ds2, @33, d34 T3
51?51 41, Qq42, @43, d44 Ty

Zobrazeni popsané touto rovnici se nazyva kolineace.

Vlastni bod, jehoZ obrazem, resp. vzorem, je nevlastni bod, se nazyva ubéznik.
Rovnieci

a41T1 + ag272 + ag373 + agq0q =0

je urdena rovina, jejimz obrazem je nevlastni rovina zj, = 0. Takova rovina se nazyva
prvni ubéZnicova rovina prostoru vzori, v matematické optice se nazyva ohniskova
rovina predmétova.

V kartézskych soufadnicich maji rovnice (10) tvar

L an? + a1y + ai132 + aiq
- 9
a41T + Aq2Y + A432 + Qqq
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a21T + a2y + a232 + a4 (11)

M
a41T + Aa2Y + @432 + Q44

a31% + asz2y + aszz + as4
41T + A42Y + Q432 + Q44
Inverzni zobrazeni ke kolineaci je opét kolineace. Oznaéime-li prvky inverzni matice

!
z

bi;, existuje zfejmé v obrazovém prostoru druha ibéznicova rovina
! ! ! !
birxy + basxy + bysxy + bygxy = 0,

ktera je obrazem nevlastni roviny x4 = 0 z prostoru vzoru.
Redukcemi ohniskovych rovin a ohnisek, itbézniki ortogonalnich paprskt k ohnisko-

vym rovinam, se redukuji zobrazovaci rovnice (11) na jednodussi tvar, napt. Newtontv
! by ! cz
= — = —.

=4
9
T T

T ==Y
Zz

Bilinearni forma

Necht V je vektorovy prostor. Zobrazeni F': V x V — R, pro které plati
F(x+y,2) = F(x,2) + F(y,2),
F(x,y+z)=F(x,y) + F(x,z),
Flax,y) = oF(x,y) = F(x,ay)

pro kazdé x,y,z € V a kazdé o € R, se nazyva bilinearni forma na vektorovém

(12)

prostoru V.

Priiklad 8.

a) Skalarni soucin dvou vektori x, y z vektorového prostoru V je bilinedrni forma na V.

b) Je-lia € V3 pevny vektor, potom vnéjsi soucin (a,x,y), tj. determinant ze souradnic
vektorit a,x,y € V3 ve zvolené bazi, je bilinearni forma na V3.

Necht eq,..., e, je baze vektorového prostoru V a
x:Zx.ie.i7 y:Zyjej. (13)
i=1 j=1
Potom podle (12) je

F(X,y) =F Z;z;.ie.i72yjej = Z;L'.i Zij(e.i,ej) = ZZa.ij;l}.iyj =
=1 j=1 =1  j=1

i=1 j=1

alq, s A1n
:(,Il?...?.fn) ............... E B (14>
anply -+ 5 0pn Yn

kde ¢isla a;; = F(e;,e;) se nazyvajl koeficienty bilinearni formy. Matice (a;;) se

nazyva matice bilinearni formy.
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Priklad 9. Napiste matici bilinearni formy pri zméné baze.

Priiklad 10.

a) Matice kanonického skalarniho soucinu je jednotkova.
b) Je-li a = (ay,as,a3) pevny vektor a vektory x, y maji vyjadreni (13) pron = 3,

potom
3

3 3 3
(a7x7y> = a7 § Zl}.ie.i, § yJeJ = E :x'i E :yj(a7e'i7ej)'
i=1 j=1 i=1

P

Zrejmé plati
(a,e;,e;) =0, (a,e;,e;) = —(a,ej,e;).

Odtud pro koeficienty této bilinearni formy dostavame
a5 = (a,e.i7ej) = —ajq-

Matice této bilinearni formy je

07 as, —a9
—das, 07 aq
as, —danq, 0

Jestlize pro kazdé x,y € V plati
F(x,y) = Fl(y,x),

nazyva se F symetricka bilinearni forma.

Ziejmé skalarni souéin je symetricka bilinearni forma.

Jestlize pro kazdé x,y € V plati
F(X7y) = _F(y7x>7

nazyva se F antisymetricka bilinearni forma.

Ziejmé bilinearni forma z prikladu 10 b) je antisymetricka bilinearni forma.

Priklad 11. Ukazte, Ze bilinearni forma F, resp. F,, dana rovnici
1 1
Fi(x.y) = 5(F(x,y) + F(y,x)), resp. Fa(x,y) = 5(F(x,y) = F(y, %))

je symetricka, resp. antisymetricka.
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Kvadraticka forma

Zobrazeni Fy: V — R se nazyva kvadraticka forma, jestlize existuje bilinearni
forma F' takova, ze pro kazdy vektor x € V je Fy(x) = F(x,x).

7 piikladu 11 vyplyva, Ze ke kazdé kvadratické formé F, existuje symetricka bili-
nearni forma F, takova 7e Fy(x) = F(x,x). Tato bilinearni forma, se nazyva polarni
bilinedrni forma kvadratické formy F,. V prostoru R* ma podle (14) kvadraticka
forma vyjadieni

aii1, diz, 413 X1
Fy(x) = (x1,22,23) | a12, azz, a3 x2 |,
aisz, dasz, 433 xs3

.
2 2 2
Fy(x) = aj127] + 2a122122 + 2a1301 23 + az205 + 2a230203 + ass ;.

Kvadraticka forma F5 se nazyva

Hlavni sméry symetrické bilinearni formy

Je-li F' symetrickd bilinearni forma, potom sméry uréené vektory u, v nazyvame
sdruzené sméry vzhledem k formé F, pravé kdyz

F(u,v)=0.
Smér urdéeny vektorem u se nazyva hlavni smér vzhledem k symetrické bilinearni
formé F, jestlize je sdruzeny s kazdym smérem x, ktery je k nému kolmy. Je-1i ¢ skalarni

soudin, tj. symetricka bilinearni forma, ktera uréuje pozitivné definitni kvadratickou
formu, potom ortogonalni jsou ty sméry {u}, {x}, pro které plati

g(u,x) = 0.
TudiZ vektor u uréuje hlavni smér, pravé kdyZ z rovnosti g(u,x) = 0 plyne rovnost
F(u,x)=0.
Jestlize pro smér {u} toto plati, existuje realné éislo \ takové, Ze
F(u,x) = Ag(u,x). (15)
V prostoru R? mé rovnice (15), vzhledem k ortonormdlni bazi, tvar
arir, dai2 ury A 0 Uy
x =x .
ayz, A U2 0, A U9
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Nebo-li
ap — A, a2 ury (0
() ()= () 10

Rovnice (16) méa nenulové feseni, jestlize determinant matice soustavy (16) je roven
nule, tj. A je feSenim kvadratické rovnice

/\2 — /\(an —|— a22) —|— ai11d9o9 — CL%2 = 0 (17)
Diskriminant rovnice (17) je
D = (a1 + a22)® — 4(ar1a22 — ai,) = (a11 — as2)® + 4aj, > 0.

Rovnice (17) mé pouze realné kofeny, a to

o je-li a1 # asa, nebo ajx # 0, je D > 0 a existuji dva ruzné koreny Ay, \s.
Odpovidajici hlavni sméry {u; }, {uz} jsou kolmé.

e je-li ay;y = agy a zaroven a;o = 0, je D = 0 a existuje jeden kofen A\ = aqq.
Matice soustavy (16) je nulova, kazdy smér je hlavni.

Hlavni smér {u} symetrické bilinedrni formy je vlastné vlastni vektor jeji matice
prislusny vlastnimu ¢islu .

Z rovnice (15) pro vlastni vektor (hlavni smér) u a vlastni éislo A vyplyva

F(u,u)  F(u)

A= = .
g(u,u)  |luf]?

(18)

Pro vlastni ¢isla a vlastni vektory symetrickych matic plati:
Vsechna vlastni ¢isla jsou realna.

Ruznym vlastnim ¢islaim odpovidajici vlastni vektory jsou ortogonalni.

KuzZelosecky
Kazdou kuzelosecku v roviné lze popsat kvadratickou rovnici

a1 + 2a122y + 20137 + agey® + 2a93y + ass = 0, (19)

kde a;; € R,:,5=1,2,3.
Pouzijeme-li homogenni souradnice (1, z2,23), kde @ = i—;, Yy = i—i, pro x3 # 0, ma
rovnice (19) tvar

2 2 2
ainry + 2a122172 + 2a1321 73 + a2075 + 2az32073 4+ azsxry = 0,

nebo-li v maticovém tvaru

aii, diz, dis X1
(21?1721?271'3) aiz, d22, d23 €2 =0, (20)
aisz, d23, dss xs3

17



nebo symbolicky x Ax” = 0. Rikdme, Ze kuZelosecka je nulovou mnozinou kvadratické
formy na R3.
Je-li matice A singulérni (jeji determinant je roven nule), je kuzelosecka singularni.
Rovnici (19) jsou uréeny jedna nebo dvé piimky, jeden bod, nebo prazdna mnozina.
Je-li matice A regularni (jeji determinant je rizny od nuly), je kuzelosecka regu-
larni. Rovnici (19) je uréena elipsa, hyperbola, parabola nebo prazdna mnozina.

Linearni ¢leny 2aqsx, resp. 2az3y v rovnici (19) predstavuji posunuti kuzelosecky
ve sméru osy z, resp. osy y. Hledejme vektor posunuti S — O = (m,n). PouZijeme
homogenni souradnice stredu S kuZelosecky, tj. S = (m,n, 1), potom posunuti je dano
rovnici

T 1, 0, m @}
x| =10, 1, n 2y |, nebo-li xT =Px'T. (21)
- 0, 0, 1)\«

Dosazenim do rovnice (20) dostaneme rovnici x'PTAP x'T = 0. Vysledna matice je

ait, aig, apj1m + ajan + ag3
I
A = aia, as9, a12m + agon + asz |,
I
apym + ajan + a3, ajzm 4+ azen + dss, az3

. vs )

kde jsme oznaéili aty = (a11m+aian+ais)m~+ (a1am~+ asan—+azs)n+arism~+assn—+ass.

KuZeloseéka s transformovanou matici A’ bude mit stfed S v podatku, jestliZe a}; =
;L ;
a55 = 0, tj.

ajym + ajan + a3 =0,

aiam + azan + azz = 0.

Soustavu rovnic pro neznamé m,n budeme Tesit, za predpokladu

ari, di2
A33 - 7£ 07
aiz, a2
Cramerovym pravidlem:
ars, di2 ari, dis
a3, d22 aiz, dsz3
m= — , n=-—
Ass Ass

Porovname-li nalezené feseni s matici A, vidime, %e determinanty 2. fadu ve zlomcich
jsou algebraické doplihky As; prvku as; tretiho fadku matice A. Tedy

o s As
A337 A33.

Algebraické doplnky tretiho radku jsou homogenni souradnice stredu kuzelosecky
S == (A31 ) A327 A33)~
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Je-li Az # 0, je regularni kuzelosecka, dana rovnici (18) stfedova kuzelosecka, tj.
elipsa, hyperbola, nebo prazdna mnozina. Je-li A3z = 0, je regularni kuzelosecka para-

bola.

Po provedeném posunuti (21) na kuzelosecku (20), ma jeji rovnice tvar

!
ari, daiz, 0 Ty
! ! ! ! _
(21?171’271'3) 12, d22, 0 Lo =0. (22>
! !
0, 0, az; T3

Abychom zjistili jaké kuZelosecka je rovnici (22) urcena, musime soustavu soufadnic
(S, 2", y") otoéit do os kuzelosecky. To bychom mohli udélat stejné jako jsme urcili posu-
nuti, tj. vynasobit matici A’ matici rotace. Jednodussi bude uré¢it hlavni sméry (vlastni
vektory) matice kuzelosecky.

Hledame takovy smér u = (uy,u2,0), ktery je sdruZeny vzhledem k matici A’, (resp.

A), s kazdym ortogonalnim k nému smérem x = (21, 22,0), tj.

arr, daiz, 0 Uy .
(1’171‘270) a1z, dz2, 0 U2 Z/\($17$270)(U17U270)-
0, 0, dahy 0

ayy — A, a12 up _ (0
aja, ag9 — /\ U2 - 0 )

Charakteristicka rovnice vlastnich ¢isel A’ je kvadraticka a pro regularni kuZelosecku
ma dvé rizna realna feseni \i, A\y. Je-li

Nebo-li

e A\ Ay > 0, je kuzelosecka elipsa, nebo prazdna mnozina,
e M\ \y < 0, je kuzelosecka hyperbola,
e M\ = 0, je kuzelosecka parabola.

uy uo
> a7 Jlusl]

B je diagonalni, jeji prvky jsou podle (18) (F: je kvadratickéd forma z rovnice (20))

V kartézské soustavé souradnic (S ), uréené vlastnimi vektory, jeji matice

Tedy jeji rovnice v homogennich souradnicich je

MT A NTe+ L7 =0 (23)

Priiklad 12. UkaZeme, Ze rovnici
2% —ay—br—y  +2y+3=0
je dana singularni kuzelosecka, a to kuzelosecka slozena ze dvou riznobéznych primek.
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Danou rovnici prepiseme do homogennich souradnic a vypocitame determinant ma-
tice kvadratické formy, ktera kuzelosecku urcuje:

2 2 2
2] — x122 — dv123 — 75 + 22923 + 325 =0,

92 15

9 29 2 1

(21?171’271'3> —%7 —]_7 1 X9 =0. (24)
_37 17 3 T3

Determinant matice kvadratické formy vypocditame rozvojem podle tretiho radku

2, -
1
-1, -

= 0.

= o=

5
+‘_5’ 2

1
1, -1

+3-‘

Determinant je roven nule, kuzelosecka je singularni. Algebraické dopliiky (determinanty
2. fadu) urcéuji homogenni souradnice stredu kuzelosecky, je to bod

Snadno se presvédéime, ze tento bod vyhovuje rovnici (24), tj. leZi na kuzelosecéce. Tedy
kuzelosecka bude slozena ze dvou riiznobéznych primek. Jejich smérové vektory urcéime
jako priseciky kuzelosecky s nevlastni primkou x3 = 0 roviny. Dosazenim x3 = 0 do
rovnice (24) dostavame kvadratickou rovnici

2 2
2¢2] —x120 — 25 =0
pro hledané priiseciky. Resenim kvadratické rovnice, napt. pro 1 /x4 dostavame

X1 X1 1
— =1, nebo — = ——.
) ) 2

Smeérové vektory primek jsou
u=(1,1), nebov=(1,-2).

Kuzelosecka je tedy slozena ze dvou riiznobézek se smérovymi vektory u,v a spolecnym

bodem S = [%,1]:

373

r—y—1=0, 2x4+y—3=0.

Priklad 13. Rovnici
20? +day+5y? — 20 +4y+3=0

prepiseme do homogennich souradnic

2, 2, —1 71
(21?171’271'3> 27 57 2 ) =0
~1, 2, 3 3
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Determinant matice kuzelosecky, rozvinuty podle tretiho radku, je

. -1
5 2

-1
2

2
2

2, 2
2

bl

—1-

‘+2~‘ ‘+3-

s

9 9

Algebraické doplnky tretiho radku urcuji homogenni souradnice stredu kuzelosecky,
resp. jeho kartézské souradnice

S =1(9,-6,6), resp. S = [%,—1].

Pro hlavni sméry, sméry os kuzelosecky, uréime vlastni ¢isla matice
2, 2
2, 5/)°

‘2—% 2

Resime kvadratickou rovnici

) 5—/\‘:0' (25)

Charakteristickd rovnice (25), tj. rovnice \* — T\ + 6 = 0, ma dva koreny, \y = 6,
Ao = 1. Vlastni (hlavni sméry) vektory, odpovidajici témto vlastnim ¢ishim, jsou fesenim
soustavy homogennich rovnic

2—/\2'7 2 (5] . .
(2 2 () =0 i1

Jsou to vektory u; = (1,2), uy = (2, —1).

Podle (23) rovnice kuzelosecky, v bazi urcené vlastnimi vektory, v homogennich, resp.
kartézskych souradnicich, je
732 =0, resp. 127° 4+ 27° = 1.

-2, =2 1
671" +72" — 3

Priklad 14. Rovnici
;l;2+6;l;y+9y2+2y—1 =0

prepiseme do homogennich souradnic

].7 37 0 1
(21?171’271'3> 37 97 1 ) :0
07 ]_7 —1 X3

Determinant matice kuzelosecky, rozvinuty podle tretiho radku, je

3, 0
9, 1

1, 3

0- 3, 6

R3S

0, 1
1, 3‘+_1'

-1

Determinant je nenulovy, kuzelosecka je regularni. Algebraicky doplnék Az = 0, ku-
zelosecka je parabola. Smér jeji osy (nevlastni bod paraboly) je urcen vektorem, jehoZ
souradnice jsou algebraické dopliky 3.radku (3,—1,0).
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Charakteristicka rovnice vlastnich cisel je

1— A, 3 | . B
‘ ; 9—/\‘ — 0, tj. \(\ — 10) = 0.
Vlastnimu ¢islu Ay = 0 odpovida jednotkovy vlastni vektor uy = ﬁ(?), —1) (smér
osy paraboly).
Vlastnimu ¢islu Ay = 10 odpovida jednotkovy vlastni vektor u, = ﬁ(l,?)) (vlastni

vektory symetrickych matic jsou ortogonalni).

Ortonormalni vektory uy, uy doplnime na bazi prostoru, napr. vektoremus = (a1, a2, 1),
ktery urcuje vrchol A = [ay, ay]| paraboly. V této bazi potom napiSeme rovnici paraboly.

Vrchol A urcéime jako priisecik paraboly s jeji osou. K ose je kolmy vektor us, jeji
obecna rovnice bude

(1,3,0) 3, 9, 1 2o | =0, tj. 102y + 3022 + 323 =0

v homogennich souradnicich a v kartézskych souradnicich pak 10x+30y+3 = 0. Priisecik
této osy s parabolou je bod A s homogennimi souradnicemi

us = (_%7 %7 1)

Potom rovnice paraboly v bazi uy, us, us je urcena koeficienty

b =M =0, byy =Xy =10, by =w Au] = ———_ byz = uz Auj =0,

1
V10’
tedy

V10
1075 — T T3 =0, tj.yQZW;L‘.

2
V10

Kvadraticky funkcional

Numerické reseni soustavy linearnich rovnic

Méjme pro nazornost soustavu dvou linearnich algebraickych rovnic

20 —y—3=0, —x+4+3y—2=0. (1)
Jeji feseni je bod S = [%, g] (prusecik primek danych rovnicemi (1)).

Na obé rovnice (1) mtizeme pohliZet jako na nulové vrstevnice linearnich funket

felz,y) =20 -y =3, fy(e,y)=—v+3y—2. (2)
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Na funkce (2) mtzeme pohliZet jako na parcialni derivace néjaké kvadratické funkece
z = f(x,y). Pro tuto funkei potom plati

faw) = [(20—y=3)ds + o),
kde C(y) je n&jaka funkee proménné y. Integrovanim dostaneme

flz,y) = 7 — a2y — 3z 4+ C(y). (3)

Pro funkei f méame jesté druhou podminku ve (2), kterou porovname s parcialni derivact
funkce ve (3):
9f(z,y)

T:—x—l—cl(y):—x—l—?)y—z

Odtud
C'(y) = 3y — 2, nebo-li C(y) = z2°> — 2y + ¢,

kde ¢ je integrac¢ni konstanta. Napt. pro ¢ = 0 dostavame pro funkei f vyjadieni
flr,y) =2 —ay — 3z + 3y° - 2. (4)

Vrstevnice funkce f, o nulové koté, je elipsa prochazejici pocatkem (odtvodnéte!). Jeji
rovnice v homogennich souradnicich je

1 13
9 29 2 Ty
(1171’27$3> _%7 %7 -1 T2 =0. (5>
- %7 - 17 0 T3
Stred S elipsy (4) ma homogenni souradnice (14—1, %, g) a prislusné kartézské soutradnice
Jsou 15—1, g] Stred S je kolmy primét, do roviny zy, vrcholu eliptického paraboloidu,

ktery je grafem kvadratické funkce f. Zaroven je to hledané feseni soustavy (1).

Pfejdéme v rovnici (5) zpét ke kartézskym soufadnicim, tj. vydélime rovnici 23 # 0,
pak (x1,29,23) = Ig(i—;7 = 1) = 23(x,y,1) a v rovnici (5) provedme nasobeni. Rovnice
(5) bude mit tvar

(r—gy—3)r+(—52+3y—Dy—(Gz+y)-1=0.

Vynasobime-li rovnici dvéma a prepiseme pomoci matic, dostavame

%<x7y>(_217 _31) (y) —<~W>(§> - ©

Abychom lépe vidéli vyznam rovnice (6), prepiseme ji a soustavu (1) do symbolického
maticového zapisu

1
5xAxT —xbT =0,kde AxT =bT.

MiZeme Tici, Ze feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic Ax” = b7 je minimem
kvadratické funkce

1
fly) = §yAyT —yb’.
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Podle uvedeného piikladu soustavy (1) bychom mohli usoudit, %e problém feseni
soustavy linearnich algebraickych rovnic muZeme prevést na problém hledani minima
kvadratické funkce. Tuto doménku se pokusime oziejmit na zakladé vlastnosti bilinearni
formy. VSechny dalsi avahy a vypocty budeme provadét v prostoru usporadanych n-tic
realnych ¢isel. Stejnym symbolem, tuénym malym pismenkem, budeme popisovat jak
vektory, tak body, jako n-tice realnych ¢isel.

Necht F' je bilinearni forma na prostoru R”. Potom
Fly =xy =x) = F(y,y) = F(y,x) = F(x,y) + F(x,%).
Je-1i F symetricka bilinearni forma, je
By —x) = Fap(y) = 2F(x,y) + F2(x). (7)

Odtud dostavame
B(y) - 2F(x,y) = F2(y —x) — F2(x).

Pro kazdé x pevné, definujme funkei
fly)=35Ry) - Fx.y). (8)

Podle (7) je f(y) minimélni pravé kdyz y = x, tj.
f(x) = min f(y).

yER”
Ve zvolené bazi eq,...,e, ma (8) tvar
fy)=3yAy" —yb",

kde A je matice symetrické bilinearni formy F' s pozitivné definitni kvadratickou formou
F;.

Jestlize x* je feSeni soustavy AxT = b”, potom pro aproximaci x = x* + v, kde v
je vektor oprav, je

Fx) = 5"+ V) AT +v)T = (x* +v)bT = {(x* +v)(b" + AvT) — (x* +v)bT =
= —%x*bT + %VAVT.
Odtud, vzhledem k tomu, 7e
f) +5xpT = 5vAvT >0,
mé funkee f minimum v bodé x* pravé kdy# v = o.
Jacobiova metoda

je nejjednodussi itera¢ni metoda pro fefeni soustavy Ax? = b”. Kvadratickou funkei

f zZime na funkci f jedné proménné t = x;, podle které budeme parcialné derivovat:

n
T(t) = f(;l?l, e T, Ty 7;l}n) = %aiit2 +t Z aijT; — bt + c.
j=1,j7#1
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Potom

?l(t) = aut + Z aijT; — b; =0

J=1,%#1

je rovnice pro i-tou souradnici bodu, ve kterém ma funkce f extrém, t;.

n

t:% b; — Z a;;T;

J=1,j#1
" . k+1 . LT . o . v
Oznacime-li ¢t = ;L’E ) pro i-tou soufadnici aproximace x*T1  dostavame iteracni
vzorec pro Jacobiovu iteraéni metodu:
1 k23
(k+1) )
x; =— by — g ajjz; |, i=1,...,n. (9)
" j=1,4#i

7 geometrického hlediska, funkce f ma extrémy v nadrovinach Z?:l a;jrj = b;.

Pouziti vzorce (9) ukaZeme na soustavé uvedené v iivodu odstavece. Danou soustavu
nejdiive upravime podle vzorce (9) na iteracéni tvar
N (k)
. 10

T (k+1) % 0,
_ =1z )+
) 3 3

Zvolime nultou aproximaci, napt. x(%) = (0,0). Potom podle (10) postupnym vypoétem
dostavame posloupnost bodu

O W=

xM = (3,2) = (1.5,0.6)

x? = (L Ty = (1.83,1.16)

x(®) = (2 23) = (2,083,1.27)

x® = (I 19y = (213§, 1.367)
x(%) = (LT 19y = (91805, 1.3796)

atd. Piesné feseni je x* = (& %) = (2.2,1.4).
Gaussova-Seidelova metoda

vychazi z Jacobiovy iteracni metody. Hodnoty i-té soufadnice, vypocitané v (k + 1)
aproximaci, vyuziva k vypoctu (i + 1) soufadnice této aproximace, atd. Iteraéni vzorec

Je

i—1 n
1
$§k+1) == |- Zaij$§k+l) _ Z aiﬂ;k)
j=1

i
1 j=i+1
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Pro danou soustavu, pri stejné nulté aproximaci jako u Jacobiovy metody, potom
prvni tfi aproximace jsou

xV = (2, 1) = (1.5,1.16)
x? = (£ 49 = (2,083,1.361)
x(3) = (137 301y = (91805, 1.3935)

atd.
Metoda nejvétsiho spadu

U funkce vice proménnych, kromé parcialnich derivaci, jsme v bodé definovali de-
rivaci v libovolném jednotkovém sméru. Ukazali jsme, Ze smér, ve kterém je derivace
extremalni, je gradient funkce. Z téchto poznatkt vychézi metoda nejvétsiho spadu.

Hled4dme extrém funkce

f(x)=1xAxT —xb”

2

v bodé xg ve sméru vg. Ten bude ve sméru gradientu, tj. vektoru, jehoZ souradnice jsou
parcialni derivace funkece f v bodé xg:

grad f(xo) = Axo" =b",

T

oznacime jej —rg’ a nazveme reziduum.

Funkci f z0Zime na body piimky
X = Xg + a Vvq. (11)
Potom

7(0() = f(XO + OzV()) = %(XO + OzV())A(XO + OzV())T — (XO + OzV()) ]Z)T7
F(a)=voA (xo+ave) —vob.

Derivace bude nulova, pravé kdyz

o — VobT — V()AXOT . Vo(bT — AX())
V()AVOT V()AVOT

Po dosazeni do éitatele zlomku rezidua dostavame

T
=2 12
@ V()AVOT ( )
Extrém funkece f ve sméru vq je v bodé (podle(11))
T
VoI,
X1 = Xg + WVO- (13)



ProtoZe derivace je extremalni ve sméru gradientu, je vg = —rg. Potom (k + 1) bod, ve
kterém ma funkce f extrém, je

rB) (BT
rWAFMT"
Metoda nejvétsiho spadu je prilis zavisla na volbé pocatecni podminky a pii nevhodné

x(F+1) — 3 (B) ()

volbé nemusi konvergovat k predpokladanému reseni. Tato metoda se vyuziva k odvozeni
k dalsi metodé.

Metoda sdruzenych gradientu

Minimalizujeme funkei f ve smérech v uréenych ortogonalizaci rezidui vzhledem ke
skalarnimu soucinu, ktery je dan pozitivné definitni matici A, tj.

v v £ j = v AvOT — 0.
Poéateéni aproximaci je bod x(9). Pofatecni smér je
vo =10 =bT — AxOT,
Odtud podle (12) a (13) je
v(0) (0)
~ VOAVO)
Potom ortogonalni vektor v(!) k vektoru v(© je

v Z (D) L g O = p(DAGOT | g(13(0) 4 (O T

o x(1) = x(0) 4 4OOT (1) _ 1(0) _ (0)4 L (OT

40— _ rWAvOT
v Av(O)T”
1 0)T
0 _pm _ rUAVOT )
v(OAyOT
Nyni vypocitame
v p(OT

m_ T - (2 5 M) w2 — w1 _ (WA DT
a _v(l)Av(l)T’X =x"+ oV Y =r o' VAV
atd.

Metoda sdruZzenych gradienti po koneéné mnoha krocich (k krocich) dojde k piesné-

mu (az na zaokrouhlovaci chyby) feseni. Ukazeme na prikladu. Soustava

4, -1, 0 T 2
-1, 4, -1 y =16
0, -1, 4 2 2

ma Feseni (1,2,1).

Podle predchozich vzoret, zvolime podatedni aproximaci x(©) = (0,0,0), potom

v® =@ =(2,6,2) =2(1,3,1), 'O =1L
x = 1(131),
r(l) = %(37 _27?))7 5(1) = %7 V(l) = %(57_175>7 a(l) = %
x? = (1,2,1).

Z4adna metoda neni univerzalni, vidy existuji ptiklady, na které je ta & jind metoda
nevhodna. Proto se hledaji stale dalsi a dal$i metody Teseni a také podminky, za kterych
Jje vhodné metodu pouzit. O tom ale v knihach vénovanych numerickym metodam.
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