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Tento materiál obsahuje obecný návod, jak po£ítat fyzikální a matematické redukce délek.

Poslouºí student·m p°i cvi£eních z p°edm¥tu EM10. Sepsáno pomocí návodu z roku 2003 od

V.Fillera.

1 Redukce délek obecn¥

Obvyklým cílem m¥°ení délky je získat délku v rovin¥ kartogra�ckého zobrazení (nap°. S-

JTSK) tak, abychom délku mohli pouºít v sou°adnicových výpo£tech. Redukcí délky se

rozumí získání této hodnoty z hodnoty nam¥°ené dálkom¥rem v terénu. V nejv¥t²ím zjed-

nodu²ení to znamená uváºit a zavést vliv pov¥trnosti, nadmo°ské vý²ky a kartogra�ckého

zobrazení. Pro redukci délek platí následující obecná pravidla:

• �ím je m¥°ená vzdálenost v¥t²í, tím je absolutní velikost v²ech redukcí vy²²í. U v¥t²ích

vzdáleností dá poºadavek zachování p°esnosti m¥°ení i b¥hem výpo£tu pom¥rne dost

práce. Z toho vyplývá následující zásada:

• �ím je m¥°ená vzdálenost v¥t²í, tím p°esnej²í (a namáhav¥j²í) výpo£etní postup je

t°eba pri redukci pouºít. Je velký rozdíl mezi výpo£tem redukce u délky stometrové a

padesátikilometrové.

• Redukci m¥°ené délky je moºno bu¤ po£ítat po skon£ení m¥°ení, nebo lze ur£it n¥které

redukce p°edem a vloºit je p°ímo do dálkom¥ru, který je pak samo£inne zavádí.

Redukci délek provádíme ve dvou krocích:

1. Fyzikální redukce - odstra¬uje vliv teploty, tlaku a vlhkosti vzduchu,

2. Matematická redukce - zaji²tuje p°evod délky po fyzikální redukci na povrch referen£ní

plochy a do kartogra�ckého zobrazení.

2 Fyzikální redukce

2.1 Výpo£et pomocí Barell - Seaarsova vzorce

Rychlost sv¥tla ve vakuu c je 299 792,458 ± 0,0012 km/sec. Rychlost sv¥tla v obecném

prost°edí (nap°. atmosfé°e) je vºdy men²í.

v = c/n, (1)

kde
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n je index lomu. Index lomu v atmosfé°e je funkcí teploty t, tlaku p, vlhkosti

vzduchu e a vlnové délky zá°ení λ.

Protoºe index lomu atmosféry je £íslo obecn¥ velmi blízké jedné, zavádí se takzvané skupinové

lomové £íslo N, de�nované vzorcem:

nSK = 1 + NSK · 10−6 (2)

P°i výpo£tu fyzikální redukce pomocí Barell-Searsova (dále jen BS) vzorce vyuºijeme práv¥

n¥kolikerý výpo£et skupinových £ísel lomu. Experimentáln¥ bylo vy£ísleno skupinové £íslo

lomu pro p°esn¥ de�nované standardní podmínky (t = 0◦C, p = 760 torr) jako funkce vlnové

délky zá°ení λ:

0NSK = (0nSK − 1) · 106 = 287.604 + 3 · 1.6288

λ2
+ 5 · 0.0136

λ4
+ . . . (3)

Toto £íslo je pro danou vlnovou délku (a tedy i dálkom¥r) konstantní. Skupinové £íslo lomu

pro libovolnou teplotu, tlak a vlhkost vzduchu se vypo£te pomocí vztahu:

NSK =0 NSK ·
p

760
· 1

1 + α · t
− 5.5 · 10−2

1 + α · t
· e, (4)

kde

α = 1
273.16

.

Konkrétní hodnota fyzikální redukce je pak rovna

∆d[mm] = D[km]
mer · (

KNSK −P NSK

P n
) ∼= D[km]

mer · (KNSK −P NSK), (5)

kde

KNSK je skupinové £íslo vypo£tené dle vzorce (4) pro tzv. standardní konstruk£ní

podmínky, tedy takové, za nichº má dálkom¥r nulovou fyzikální redukci. P NSK je

skupinové £íslo, op¥t dle (4), pro pracovní podmínky, tedy ty, za nichº skute£n¥

m¥°íme. P n je index lomu pro pracovní podmínky vypo£tený podle vzorce (2).

Mén¥ p°esné verze rovnic lze pouºít pro délky do 3 km.

Pro výpo£et fyzikální redukce pomocí BS vzorc· musíme znát u dálkom¥ru jeho vlnovou

délku λ a dále teplotu, tlak (pop°. vlhkost) pro konstruk£ní podmínky:

λ[µm] p [torr] t[◦C] e[%]

EOK 2000 0.900 740 +15 0

AGA 6A 0.550 730 -15 0

AGA 700 0.633 740 -15 0
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P°i výpo£tu dle vzorce (4) se hodnota vlhkosti zadává p°ímo v procentech (tedy p°i

e = 31% zadáme hodnotu 31 a ne 0.31), p°i mén¥ p°esných výpo£tech se n¥kdy poslední £len

výrazu (4) s vlhkostí vzduchu neuvaºuje.

Rozdíl obou skupinových £ísel ve vzorci (5) nám dává hodnotu redukce kilometrové délky

v milimetrech. Tento pom¥r de�nuje jednotku ppm (parts per million). Jednotka ppm se

p°i ur£ování fyzikální redukce pouºívá tém¥° výhradn¥ - i v následujících, zjednodu²ených

metodách. Pro získání redukce u konkrétní délky (v milimetrech) je tedy nutné redukci

vypo£tenou v ppm znásobit délkou v kilometrech.

Výpo£et fyzikální redukce pomocí BS vzorc· je univerzální a p°esný. Jeho nevýhodou

je zna£ná zdlouhavost. Výrobci dálkom¥r· proto vytvo°ili mnoho metod zrychlení výpo£tu

fyzikální redukce. V sou£asnosti se fyzikální redukce £asto po£ítá a odstra¬uje automaticky

uº p°i m¥°ení.

2.2 Výpo£et pomocí tabulek, nomogram· a rotogram·

Tyto metody je moºno pouºít p°ímo v terénu a nevyºadují zpravidla ani kalkula£ku (také byly

navrºeny v dob¥ "bezkalkula£kové"). Jejich výhodou dodnes z·stává maximální jednoduchost

a rychlost. Nevýhodou je pak men²í p°esnost (p°ibliºn¥ 1ppm). Pom·cku lze pouºít pouze k

tomu dálkom¥ru, ke kterému byla navrºena.

2.2.1 Tabulka pro EOK 2000

K dálkom¥ru je dodávána tabulka, v níº lze pro nam¥°enou teplotu a tlak snadno ode£íst

p°ímo hodnotu redukce v ppm. Teplota je tabelována po 1◦C, tlak po 5 torr. Pokud vyºa-

dujeme vy²²í p°esnost, musíme pouºít interpolaci. Její pouºití je patrné z obrázku:

Hledáme redukci pro t=14.4◦ C a p = 708 torr

1. V tabulce vyhledáme po-

loºky leºící okolo "na²í" hod-

noty

3. Interpolujeme získaný °á-

dek a máme výsledek

2. Interpolujeme oba sloupce

pro teplotu 14.4◦C

4. Postup lze obrátit a za£ít

°ádkem, výsledek je stejný
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2.2.2 Nomogram pro AGA 6A

Pouºití nomogramu je jednoduché: Pravítkem spojíme odpovídající teplotu na levé stupnici

a tlak na stupnici pravé a na prost°ední stupnici £teme p°ímo velikost redukce v ppm. Je

moºné ode£íst aº na 0.1 ppm, vyºaduje to v²ak pe£livost p°i práci s nomogramem. Jednotka

mm Hg je p°ímo torr.

2.2.3 Rotogram pro AGA 700

I zde je pouºití snadné: Rotogram má dv¥ okénka, horní a men²í spodní. Ve spodním okénku

nastavíme oto£ením disku nam¥°ený tlak. V horním okénku pak k hodnot¥ teploty ode-

£ítáme p°ímo velikost fyzikální redukce v ppm. Toto za°ízení je nejrychlej²í, s postupným

opot°ebením osy v²ak stále mén¥ p°esné.

2.3 Firemní rovnice

Nejspolehliv¥j²ím zp·sobem p°esného ur£ení fyzikální redukce jsou �remní rovnice. Jedná se

o BS vzorce upravené tak, aby byl výsledný vztah co nejjednodu²²í. Pro dálkom¥ry pouºívané

ve cvi£ení mají �remní rovnice tuto podobu:

EOK 2000: ∆d = 270.54− 77978.3

273.15 + t
· p

740
(6)

AGA 6A: ∆d = 309.2− 109.46 · p

273.2 + t
(7)

AGA 700: ∆d = 308.6− 107.9 · p

273.2 + t
(8)

Velikost redukce je op¥t v ppm.
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3 Matematická redukce

3.1 Úvod

V matematické redukci se p°evádí ²ikmá vzdálenost po fyzikální redukci na délku geodetické

k°ivky na povrchu elipsoidu resp. na kartogra�cké plo²e. Do matematické redukce se zahr-

nuje i vliv zak°ivení trajektorie elektromagnetické vlny refrakcí. Do matematické redukce

jsou zpravidla zahrnovány i tzv. topogra�cké redukce (opravy centra£ní, opravy ze sklonu

dálkom¥ru apod.), které zde nejsou popsány.

Poznámka: P°i výpo£tech redukcí je nezbytn¥ nutné dodrºet p°esnost odpovídající p°esnosti

m¥°ení. Pri výpo£tu na poºadovaný po£et desetinných míst je t°eba alespo¬ jedno desetinné

místo pro výpo£et p°idat, v p°ípad¥ p°enásobování délky r·znými koe�cienty (nap°íklad m¥-

°ítky zkreslení) je nutné mít tyto koe�cienty spo£ítané na dostate£ný po£et platných cifer

(po£et cifer délky +1).

3.2 Schéma matematické redukce

Budeme se zabývat matematickou redukcí vzdáleností do 60 km, coº jsou prakticky nejv¥t²í

délky m¥°ené fázovými geodetickými elektronickými dálkom¥ry. Schéma úplné matematické

redukce je toto:

Dn −→ L −→ l −→ s −→ s′e −→ se −→ sg −→ sp, (9)

kde

• Dn je délka nam¥°ená dálkom¥rem se zavedenými p°ístrojovými korekcemi

a po fyzikální redukci,

• L je p°ímá spojnice koncových bodu A, B délky,

• l je délka t¥tivy pr·m¥tu bodu A, B na referen£ní kouli,

• s je p°íslu²ný oblouk na referen£ní kouli,

• s′e je pr·m¥t této délky do referen£ního elipsoidu svislicemi bodu A, B k

referen£ní kouli,

• se je délka normálového °ezu daného normálou bodu A a bodem B,

• sg je délka geodetické k°ivky mezi body elipsoidu A0, B0,

• sp je délka sg zobrazená do kartogra�cké plochy.

V p°edchozím výkladu jste patrn¥ nalezli mnoºství dosud neznámých termín·. Spokojte

se prozatím s vysv¥tlením, ºe tyto pojmy budete snad podrobn¥ probírat ve vy²²ích ro£nících.

Obecn¥ nejv¥t²í význam má termín - geodetická k°ivka, jako nejkrat²í spojnice dvou bod·

na libovolné zak°ivené plo²e.
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Pro praktický výpo£et matematické redukce je d·leºitá skute£nost, ºe mnohé ze zde

uvedených veli£in jsou si velice blízké. Pro krátké délky prakticky splývají a jejich výpo£et

lze bez obav p°eskocit, jak ukazuje následující tabulka:
Dn ≤ 60 km: −→ L −→ l −→ s −→ se −→ sp

Dn ≤ 20 km: −→ l −→ s −→ se −→ sp

Dn ≤ 10 km: −→ s −→ sp

V dal²í tabulce je pak podle velikosti m¥°ené vzdálenosti ukázáno, které dále uvedené

vzorce je t°eba uºít:
Dn ≤ 60 km: L(10) −→ s(11) −→ se(18) −→ sp(19)

Dn ≤ 20 km: s(11) −→ se(18) −→ sp(19)

Dn ≤ 10 km: s(17) −→ sp(19)

Dn ≤ 6 km: s(17) −→ sp(20)

Dn ≤ 1 km: s(17) −→ sp(21)

3.3 Redukce Dn −→ L (z refrakce)

L = Dn − (2k − k2) · D3
n

24R2
= Dn −∆sr, (10)

kde

R = 6380000m je polom¥r náhradní koule a k je refrak£ní koe�cient, ur£ený

pro sv¥telné dálkom¥ry p°i znalosti vý²kového rozdílu koncových bod· m¥°ené

vzdálenosti z jednostrann¥ m¥°ené vzdálenosti anebo z oboustrann¥ m¥°ených

zenitových vzdáleností £i p°ibliºn¥ odhadnutý z denní doby a pov¥trnostních

podmínek:

den-jasno: k = 0.13

den,noc-zataºeno: k = 0.20

noc-jasno: k = 0.30

Pro rádiové dálkom¥ry lze dosadit k = 0.20.
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3.4 Redukce L −→ s (z nadmo°ské vý²ky na referen£ní kouli)

s = l + ∆sk =

√
L2 − (HA −HB)2

(1 + HA

Rα
) · (1 + HB

Rα
)

+ ∆sk, (11)

kde

Rα je polom¥r k°ivosti normálového °ezu elipsoidu o azimutu α a HA, HB jsou

nadmo°ské vý²ky koncových bod· (Vý²ky je vºdy t°eba zadávat v£etn¥ vý²ky

stroje a vý²ky odrazného hranolu).

Rα je funkcí parametru elipsoidu, zem¥pisné ²írky bodu ϕA a azimutu α. Ur£í se bu¤ p°ímo

z diagramu podle B. Delonga (bude k dispozici na cvi£ení), nebo výpo£tem nap°íklad podle

vzorc·:

Rα =
N

1 + e′2 · cos2ϕ · cos2α
, (12)

N je je p°í£ný polom¥r k°ivosti:

N =
a√

1− e2 · sin2ϕ
, (13)

e je hlavní excentricita elipsoidu:

e2 =
a2 − b2

a2
= 0.00667437223, (14)

e′ je vedlej²í excentricita:

e′2 =
a2 − b2

b2
= 0.006719218798, (15)

a a = 6377397.15508 m je hlavní poloosa. �íselné konstanty platí pro Bessel·v elipsoid

pouºitý v zobrazení S-JTSK. Pro na²e ú£ely sta£í Rα vypo£ítat s p°esností na 0.1 km. �len

∆sk =
l3

24R2
, (16)

vyjad°uje vliv zak°ivení Zem¥.

Poznámka: P°i praktickém výpo£tu je t°eba dát pozor na dosazování ve správných (tj. u

v²ech veli£in ve stejných) jednotkách. Pokud se neprovád¥ly centra£ní výpo£ty, je nezbytné

zavést vý²ky bodu A a B v£etne vý²ek stroje a cíle. Vzorec (11) je t°eba po£ítat nejmén¥ na

10 platných cifer (5 cifer délka v m., chceme p°esnost na mm, tj. musíme po£ítat na 0,1mm

a jedna cifra jako rezerva).

Pro délky krat²í neº 10 km lze pouºít zjednodu²ený vzorec (11):

s =

√
D2

n − (HA −HB)2

1 + (HA+HB

R
)

. (17)
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3.5 Redukce s → se (z referen£ní koule na elipsoid)

se = s−HB ·
Dn

R
· e′2 · cos2ϕA · cos2α = s−∆se, (18)

3.6 Redukce s, se → sp (z kartogra�ckého zobrazení)

sp = se ·
1

6
· (mA + 4mM + mB), (19)

sp = se ·
1

2
· (mA + mB), (20)

sp = se ·mA, (21)

kde

m jsou m¥°ítka zkreslení S-JTSK pro koncové (A, B) a st°ední bod (M) m¥°ené

délky. M¥°ítko získáme z p°ibliºných sou°adnic bodu vypo£tením vzdálenosti od

po£átku sou°adnicové soustavy (R =
√

Y 2 + X2) a následnou interpolací v ta-

bulce (je k dispozici na cvi£ení) nebo vy£íslením z °ady:

m = 0.9999 + 10−14 ·∆R2 · (1.22822−∆R · 10−7 · (22)

·(3.154−∆R · 10−6 · (1.848−∆R · 10−6 · 1.15))),

∆R = R−R0 = R− 1298039m. (23)

Sou°adnice st°edního bodu získáme zpr·m¥rováním sou°adnic bod· koncových. Nelze pr·-

m¥rovat vzdálenost od po£átku R. Sou°adnice se pro výpo£et zaokrouhlují na dekametry.

3.7 Alternativní výpo£et matematické redukce

Univerzální postup výpo£tu matematické redukce1 pro jakékoliv kartogra�cké zobrazení vy-

chází z následující úvahy:

Z p°ibliºných sou°adnic (v rovin¥ kartogra�ckého zobrazení) koncových bod· délky spo£í-

táme vzdálenost l0red, která je v podstat¥ jiº zredukovaná. K této vzdálenosti hledáme �ktivní

m¥°enou délku l0mer. Z rovinných sou°adnic a vý²ky bodu vypo£teme pomocí zobrazovacích

rovnic2 zem¥pisné sou°adnice (ϕ, λ, Hel), které p°evedeme na kartézské sou°adnice (X, Y, Z).

Z kartézských sou°adnic m·ºeme p°ímo vypo£ítat �ktivní m¥°enou délku l0mer. Redukovanou

délku sred k námi m¥°ené délce smer vypo£teme pomocí následujícího pom¥ru:

sred

smer

=
l0red

l0mer

. (24)

1Postup byl navrºen prof. L.Mervartem a Ing.Z.Luke²em z katedry Vy²²í geodézie.
2Postup výpo£tu rovinných sou°adnic, v konrétním kartogra�ckém zobrazení, ze zem¥pisných sou°adnic.
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Pomocí vý²e uvedeného postupu m·ºeme vypo£ítat redukovanou délku pro jakokoliv vzdá-

lenost libovolného kartogra�ckého zobrazení. Vstupem jsou p°ibliºné sou°adnice koncových

bod· a m¥°ená vzdálenost, p°ípadn¥ opravená o vliv refrakce (10). Výpo£et naraºí na nezna-

lost výpo£tu pomocí zobrazovacích rovnic a transformace mezi zem¥pisnými a kartézskými

sou°adnicemi. Obojí je probíráno v p°edm¥tech Matematická kartogra�e a Vy²²í geodézie ve

vy²²ích ro£nících.

4 Pokyny pro cvi£ení

4.1 Obecné pokyny

Postup výpo£tu fyzikální a matematické redukce bude vysv¥tlen na jednom cvi£ení. Úkolem

kaºdého studenta potom bude vypo£ítat délku po fyzikální a matematické redukci pro 10

zadaných délek. Výpo£et fyzikální redukce se bude provád¥t pomocí BS vzorc· a �remních

rovnic. Vstupem pro matematickou redukci jsou délky zredukované o fyzikální redukci po-

mocí BS vzorc·. Zadání a kontrola výsledk· bude k dispozici na webových stránkách cvi£ení.

Úloha bude spln¥na po kladné kontrole v²ech poºadovaných výsledk· (fyzikální redukce - BS

vzorce a �remní rovnice, délka po matematické redukci).

Upozorn¥ní: Výpo£et pomocí BS vzorc· se m·ºe pom¥rn¥ dost li²it od výpo£tu pomocí �rem-

ních rovnic a tabulek. P°í£inou je zavedení vlhkosti vzduchu, která se u tabulek a �remních

rovnic nezohled¬uje.
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