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ZADÁNÍ

Příklad 1: Vyrovnání: Vážený průměr
Rozměr výrobku byl postupně měřen 20 krát pokaždé s jinou přesností definovanou jinou vahou (měření jsou v metrech). Určete:

a) Vyrovnaný rozměr výrobku.

b) Směrodatnou odchylku jednotkovou.

c) Směrodatnou odchylku vyrovnané hodnoty.

d) Směrodatnou odchylku prvního a posledního měřeni.

Příklad 2: Vyrovnání nivelačních měření
V síti o sedmi bodech byla prováděna nivelační měřeni a určována převýšeni. Výška jednoho bodu je známá, určete vyrovnáním zprostředkujících výšky ostatních bodů sítě. Postupujte následovně:

a) Zvolte neznámé parametry.

b) Sestavte rovnice oprav (linearizované).

c) Vypočtěte vyrovnané hodnoty neznámých.

d) Vypočtěte opravy a proveďte kontrolu výpočtu.

e) Vypočtěte aposteriorní jednotkovou střední chybu.

f) Vypočtěte charakteristiky přesnosti vyrovnaných neznámých a vyrovnaných měření.

g) Vypočtěte směrodatnou odchylku vyrovnaného převýšení mezi dvěma zadanými body několika způsoby (z kovarianční matice vyrovnaných neznámých, z kovarianční matice vyrovnaných převýšení).

Při vyrovnaní uvažte rozdílnou přesnost jednotlivých měření.

Každé zadaní je jiné, přičemž tvar sítě odpovídá jedné z variant níže na obrazcích.
[image: image1.emf]
Výpočty byly provedeny v programu Matlab 7.1, jehož zdrojový kód je připojen na konci dokumentu. Následující řešení je pouze naznačeno, přesné naplnění matic je patrné ze zdrojového kódu.
Příklad 1: 
Příklad byl řešen metodou nejmenších čtverců.

Neznámá (parametr, rozměr výrobku):


X = d
Vektor měřených hodnot:


l = ( l1 , ... , ln )T

Vektorová funkce (Vyjadřuje měření pomocí parametru):


f = ( d, ... , d )T

dimenze jako L
Váhová matice (Měření jsou nezávislé -> matice je diagonální. Na diagonále jsou váhy ze zadání. Umístění odpovídá vektoru L)

P = diag ( p1, ..., pn )

Odhad X ( Mohl jsem zvolit klidně X0 = 0, protože linearizace nezměnila funkci f ):


X0 = l1

Linearizace rovnice oprav měřených veličin ( v = f (XT) - l ):

v = A dX + l'; 

kde: A = 
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X = X0 + dX  -> dX = X - X0
l' = f ( X0 ) - l 
(vektor redukovaných měření)
a) Výpočet dX, X a v (MNČ: vT P v = min -> AT P A dX + AT P l' = N dX + n = 0):


dX = - N-1 n

X = X0 + dX
(vyrovnaný rozměr výrobku)

v = A dX + l'
(oprava měřených veličin)
b) Směrodatná odchylka jednotková:
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 kde  (m - n) je počet nadbytečných měření ( zde   n-1 )
d) Kovarianční matice měření
(Odmocnina z n-tého prvku diagonály odpovídá směrodatné odchylce n-tého prvku měření):
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c) Kovarianční matice vyrovnaného rozměru výrobku (Zde variance, odmocnina je mX):
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Kontrola byla provedena odvozenými vzorci:
a) Vyrovnaný rozměr výrobku: 
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b) Směrodatná odchylka jednotková: 
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c) Směrodatná odchylka vyrovnané hodnoty: 
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d) Směrodatná odchylka prvního a posledního (jakéhokoli) měření: 
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Příklad 2:
a) Za parametry byly zvoleny neznámé nadmořské výšky jednotlivých bodů.
X = (H1, H2, H3, H5, H6, H7)T

Vektor měřených hodnot "l" tvoří všechna převýšení
b) Sestavení rovnic oprav.


X0 se určilo přibližně nejmenším počtem převýšení, aby byl vidět počet nutných měření:

H1 = H4 - dH14;
H2 = H4 - dH24;
H3 = H4 - dH24 + dH23;
H5 = H4 + dH45;
H6 = H4 - dH64;
H7 = H4 - dH24 + dH23 + dH37;

Dále uvedená funkce f je sestavena podle modelu Hij = Hj - Hi
v = A dX + l'; 

kde: A = 
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X = X0 + dX  -> dX = X - X0
l' = f ( X0 ) - l 
(vektor redukovaných měření)
c) Výpočet vyrovnaných neznámých ( viz př.1 a), P je diagonální a pi = 1 / si ):

dX = - N-1 n

X = X0 + dX
(vyrovnané nadmořské výšky)

... a vyrovnané měření


L = f ( X )
kontrola ("v" viz bod d) )
L = l + v
d) Výpočet oprav:

v = A dX + l'
(oprava měřených veličin)

kontrola: v = f ( X ) - l
(zde: v případě lineární funkce f vyjde totožně)
    
Směrodatná odchylka oprav:
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e) Aposteriorní jednotková střední chyba:
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 kde  (m - n) je počet nadbytečných měření ( zde n, což je 6 )

f) Charakteristiky přesnosti vyrovnaných neznámých

Kovarianční matice vyrovnaných výšek ( Odmocnina z diagonálních prvků jsou mi ):
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... a kovarianční matice vyrovnaných měření ( Odmocnina z diagonálních prvků jsou mi ):
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g) Výpočet směrodatné odchylky pro převýšení h26 více způsoby:
1) Odečtením z  kovarinační matice vyrovnaných měření (viz předchozí bod f) ).

2) Výpočet pomocí kovarianční matice vyrovnaných výšek bodů.
Jde o zjednodušení vztahu z bodu f) pro jedno převýšení. To jest výpočet s maticí A, kde řádky nenáležící h26 jsou nulové. Matice 
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pak obsahuje pouze varianci pro h26.
3) Výpočet dvěma způsoby pomocí kovarianční matice převýšení.
Výpočet byl proveden pro oba způsoby najdnou. Pro výpočet jsem použil tyto vztahy:
 
Volba parametrů: Y = ( h26 , h26')T;  
X, L a 
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... vypočtené výše


f ( L ) = ( h24 - h64 , h56 - h52 )T = A . X
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( Odmocnina z diagonálních prvků jsou mi )
Závěr:

Přesné naplnění matic je patrné z okomentovaného zrojového kódu na konci dokumentu.
Výsledky:
- Všechny hodnoty jsou uvedeny v metrech:

Příklad č. 1: Výsledky obou způsobů jsou totožné:

	Neznámých
	Měření
	Nadbytečných měření

	1
	20
	20 - 1 = 19


	Vyrovnaný rozměr výrobku
	Směrodatná odchylka jednotková
	Směrodatná odchylka vyrovnané hodnoty
	Směrodatná odchylka prvního měření
	Směrodatná odchylka posledního měření

	5.48383
	0.01412
	0.00291
	0.01153
	0.01239


Příklad č. 2: 
	Neznámých
	Měření
	Nadbytečných měření
	Volená apriorní jednotková měřená chyba

	6
	12
	12 - 6 = 6
	σ0 = σ0km (ze zadání)


	Převýšení
	Měřená hodnota
	Střední chyba
	Vyrovnaná oprava I
	Vyrovnaná oprava II
	Směrodatná odchylka opravy
	Vyrovnaná hodnota
	Střední chyba

	dH12
	-3.9936
	0.00237
	0.00009
	0.00009
	0.00171
	-3.99351
	0.00165

	dH23
	4.47414
	0.00147
	0.00040
	0.00040
	0.00032
	4.47454
	0.00122

	dH45
	0.19898
	0.00144
	-0.00107
	-0.00107
	0.00000
	0.19791
	0.00108

	dH14
	0.01423
	0.00206
	-0.00007
	-0.00007
	0.00000
	0.01416
	0.00161

	dH24
	4.00595
	0.00152
	0.00172
	0.00172
	0.00072
	4.00767
	0.00096

	dH24
	4.01072
	0.00242
	-0.00305
	-0.00305
	0.00072
	4.00767
	0.00096

	dH52
	-4.20511
	0.00191
	-0.00047
	-0.00047
	0.00000
	-4.20558
	0.00108

	dH53
	0.26958
	0.00182
	-0.00062
	-0.00062
	0.00000
	0.26896
	0.00132

	dH64
	4.25261
	0.00196
	-0.00274
	-0.00274
	0.00054
	4.24987
	0.00126

	dH56
	-4.4467
	0.00234
	-0.00108
	-0.00108
	0.00000
	-4.44778
	0.00135

	dH37
	1.33552
	0.00184
	0.00000
	0.00000
	0.00000
	1.33552
	0.00184

	dH26
	-0.24072
	0.00170
	-0.00148
	-0.00148
	0.00048
	-0.24220
	0.00122


	Nadmořská výška
	Vyrovnaná hodnota
	Střední chyba

	H1
	107.80284
	0.00161

	H2
	103.80933
	0.00096

	H3
	108.28388
	0.00143

	H5
	108.01491
	0.00108

	H6
	103.56713
	0.00126

	H7
	109.61940
	0.00233


Výpočet směrodatné odchylky pro převýšení h26 více způsoby: Všechny výsledky se shodují: mdH26 = 0.00122
Seznam příloh:

Zdrojový kód programu v Matlabu.
V Praze dne 17. 11. 2006
SETNIČKA Martin
Zdrojový kód programu v Matlabu
Příklad 1:
echo off; clear; format compact;
% ZADANI C. 102
% =============
% Merene hodnoty [m] a vahy:
LL = [
      5.4800  1.50
      5.4950  0.90
      5.4770  1.60
      5.5090  1.40
      5.4870  1.70
      5.4620  0.80
      5.4830  1.00
      5.4740  1.00
      5.4830  1.20
      5.4620  1.20
      5.4860  1.80
      5.4960  0.80
      5.4650  1.00
      5.4810  1.70
      5.5010  1.00
      5.4800  1.30
      5.5050  0.90
      5.5040  0.70
      5.4820  0.70
      5.4740  1.30
];
% ŘEŠENÍ 5.1
% obecný postup
% =========================================================================
L = LL(:,1);
X0 = LL(1,1);
l = repmat(LL(1,1),length(LL),1) - L;
A = ones( length(LL),1 );
P = diag( LL(:,2) );
N = A' * P * A;
n = A' * P * l;
dX = - N^(-1) * n;
'Vyrovnaný rozměr výrobku'
X = X0 + dX
'Směrodatná odchylka jednotková'
v = A * dX + l;
m0 = (  (v' * P * v)/ (length(L)-length(X))  )^(1/2)
'Směrodatná odchylka vyrovnané hodnoty'
Q_L = m0^2 * P^-1;
Q_X = m0^2 * N^-1;
m_l = Q_X^(1/2)
'Směrodatná odchylka prvního (1) a posledního (n) měření'
m1 = Q_L(1,1)^(1/2)
mn = Q_L(length(L),length(L))^(1/2)
% vypočet z odvozenych vzorcu
% =========================================================================
% počet měření
n = length(LL);
'Vyrovnaný rozměr výrobku'
suma_pl = sum( LL(:,1) .* LL(:,2) );
suma_p = sum( LL(:,2) );
X = suma_pl / suma_p
'Směrodatná odchylka jednotková'
v = ones(n,1) * X  -  LL(:,1);
suma_pvv = sum( LL(:,2) .* v .* v );
m0 = ( suma_pvv / (n-1) )^(1/2)
'Směrodatná odchylka vyrovnané hodnoty'
m_l = m0 / suma_p^(1/2)
'Směrodatná odchylka prvního (1) a posledního (n) měření'
% váha měření ~ pi
p1 = LL(1,2);
pn = LL(n,2);
m1 = m0 / p1^(1/2)
mn = m0 / pn^(1/2)
Příklad 2:
echo off; clear; format compact; format long g;
% ZADANI C. 102
% =============
% Merena prevyseni (poc.bod, kon. bod, prevyseni [m], delka poradu [km])
dH = [
   1  2     -3.993600   1.410 % 1
   2  3      4.474140   0.540 % 2
   4  5      0.198980   0.520 % 3
   1  4      0.014230   1.060 % 4
   2  4      4.005950   0.580 % 5
   2  4      4.010720   1.460 % 6
   5  2     -4.205110   0.910 % 7
   5  3      0.269580   0.830 % 8
   6  4      4.252610   0.960 % 9
   5  6     -4.446700   1.370 % 10
   3  7      1.335520   0.850 % 11
   2  6     -0.240720   0.720 % 12
];
% Dana vyska:
H_4 =  107.8170;
% Stredni kilometrova chyba nivelace [m]:
m0_km =    0.0020;
% Vypoctete smerodatnou odchylku prevyseni mezi body (3 zpusoby):
prevyseni = [2 6];
% Poznamka 1: vysledky budou kontrolovany s presnosti 0.001 mm!
% Poznamka 2: zadani odpovida variante A.
% Poznamka 3: init = 132
% ŘEŠENÍ 5.2
% =========================================================================
% vektor merenych velicin
dH12 = dH(1,3);
dH23 = dH(2,3);
dH45 = dH(3,3);
dH14 = dH(4,3);
dH24_1 = dH(5,3);
dH24_2 = dH(6,3);
dH52 = dH(7,3);
dH53 = dH(8,3);
dH64 = dH(9,3);
dH56 = dH(10,3);
dH37 = dH(11,3);
dH26 = dH(12,3);
L = dH(:,3);
% a) a b)
% vektor parametru (urcenych priblizne)
pH_1 = H_4 - dH14;
pH_2 = H_4 - dH24_1;
pH_3 = H_4 - dH24_1 + dH23;
pH_5 = H_4 + dH45;
pH_6 = H_4 - dH64;
pH_7 = H_4 - dH24_1 + dH23 + dH37;
X0 = [ pH_1
       pH_2
       pH_3
       pH_5
       pH_6
       pH_7 ];
% priblizny vektor mereni L ( prevyseni z parametru urcenych priblizne)
L_X0 = [ pH_2-pH_1
         pH_3-pH_2
         pH_5-H_4
         H_4-pH_1
         H_4-pH_2
         H_4-pH_2
         pH_2-pH_5
         pH_3-pH_5
         H_4-pH_6
         pH_6-pH_5
         pH_7-pH_3
         pH_6-pH_2 ];
% vektor redukovanych mereni 'l'
l = L_X0 - L;
% matice planu ( matice parcialnich derivaci A )
A = [ -1  1  0  0  0  0
       0 -1  1  0  0  0
       0  0  0  1  0  0
      -1  0  0  0  0  0
       0 -1  0  0  0  0
       0 -1  0  0  0  0
       0  1  0 -1  0  0
       0  0  1 -1  0  0
       0  0  0  0 -1  0
       0  0  0 -1  1  0
       0  0 -1  0  0  1
       0 -1  0  0  1  0 ];
% matice vah
for i = 1:length(dH)
P(i,i) = 1/dH(i,4);
end
% c) vypocet prirustku x a vyrovnanych prevyseni
N = A' * P * A;
n = A' * P * l;
dX = - N^(-1) * n;
X = X0 + dX;
H = [ X(1:3)
      H_4
      X(4:6) ]
L_vyr = [ H(2)-H(1)
          H(3)-H(2)
          H(5)-H_4
          H_4-H(1)
          H_4-H(2)
          H_4-H(2)
          H(2)-H(5)
          H(3)-H(5)
          H_4-H(6)
          H(6)-H(5)
          H(7)-H(3)
          H(6)-H(2) ]
% d) vypocet oprav
v1 = A * dX + l
v2 = L_vyr - L
% e) aposteriorni jednotkova stredni chyba
m0 = (  (v1' * P * v1)/ (length(L)-length(X))  )^(1/2)
% f)
% kovarinacni matice merenych prevyseni Q_L
for i = 1:length(dH)
Q_L(i,i) = m0_km^2 * dH(i,4); % O_L = m0_km^2 * P^(-1)
end
% kovarinacni matice vyrovnanych vysek Q_X
C = N^(-1) * A' * P;
Q_X = C * Q_L * C'; % = m0_km^2 * N^-1
% kovarinacni matice vyrovnanych prevyseni Q_L_vyr
Q_L_vyr = A * Q_X * A';
% d) smerodatna odchylka oprav
Q_v = Q_L - Q_L_vyr;
% g. smerodatna odchylka vyr. prevyseni mezi  body 2 a 6
% 1) z kovarinacni matice vyr. neznamych (z Q_X)
dH26_1 = L_vyr(12)
A_dH26_1 = [ zeros(11,6) ; A(12,:) ];
Q_dH26_1 = A_dH26_1 * Q_X * A_dH26_1';
m_dH26_1 = Q_dH26_1(12,12)^(1/2)
% z kovarinacni matice vyr. prevyseni (z Q_L_vyr)
% 2) A 3) z prevyseni dH26
dH26_23 = [ (L_vyr(5) - L_vyr(9))
            (L_vyr(10)- L_vyr(7)) ]
    % L_2 = L_vyr
A = [ 0 0 0 0 1 0  0 0 -1 0 0 0
      0 0 0 0 0 0 -1 0  0 1 0 0 ];
Q_dH26_23 = A * Q_L_vyr * A';
m_dH26_2 = Q_dH26_23(1,1)^(1/2)
m_dH26_3 = Q_dH26_23(2,2)^(1/2)
Pro zajímavost přikládám i postup uložení výsledků do excelu pro příklad 2:

% ulozeni do excelu:
'Otevři nový dokument Excelu - tcv1-u5.xls' 
pause;
spojeni = ddeinit ( 'excel' , 'tcv1-u5.xls' );
ddepoke ( spojeni , 'r1c1:r100c100' , 'Převýšení' );
ddepoke ( spojeni , 'r1c2:r100c100' , 'Měřená hodnota' );
ddepoke ( spojeni , 'r2c2:r100c100' , L );
ddepoke ( spojeni , 'r1c3:r100c100' , 'Střední chyba' );
ddepoke ( spojeni , 'r2c3:r100c100' , diag(Q_L).^(1/2) );
ddepoke ( spojeni , 'r1c4:r100c100' , 'Vyrovnaná oprava I' );
ddepoke ( spojeni , 'r2c4:r100c100' , v1 );
ddepoke ( spojeni , 'r1c5:r100c100' , 'Vyrovnaná oprava II' );
ddepoke ( spojeni , 'r2c5:r100c100' , v2 );
ddepoke ( spojeni , 'r1c6:r100c100' , 'Směrodatná odchylka opravy' );
ddepoke ( spojeni , 'r2c6:r100c100' , Q_v.^(1/2) );
ddepoke ( spojeni , 'r1c7:r100c100' , 'Vyrovnaná hodnota' );
ddepoke ( spojeni , 'r2c7:r100c100' , L_vyr );
ddepoke ( spojeni , 'r1c8:r100c100' , 'Střední chyba' );
ddepoke ( spojeni , 'r2c8:r100c100' , diag(Q_L_vyr).^(1/2) );
ddepoke ( spojeni , 'r15c1:r100c100' , 'Nadmořská výška' );
ddepoke ( spojeni , 'r15c2:r100c100' , 'Vyrovnaná hodnota' );
ddepoke ( spojeni , 'r16c2:r100c100' , X );
ddepoke ( spojeni , 'r15c3:r100c100' , 'Střední chyba' );
ddepoke ( spojeni , 'r16c3:r100c100' , diag(Q_X).^(1/2) );
ddepoke ( spojeni , 'r23c1:r100c100' , 'Výpočet směrodatné odchylky pro převýšení h26 více způsoby' );
ddepoke ( spojeni , 'r24c1:r100c100' , 'Odečtením z  kovarinační matice vyrovnaných měření' );
ddepoke ( spojeni , 'r25c1:r100c100' , Q_L_vyr(12,12)^(1/2) );
ddepoke ( spojeni , 'r26c1:r100c100' , 'Výpočet pomocí kovarianční matice vyrovnaných výšek bodů' );
ddepoke ( spojeni , 'r27c1:r100c100' , Q_dH26_1(12,12)^(1/2) );
ddepoke ( spojeni , 'r28c1:r100c100' , 'Výpočet pomocí kovarianční matice převýšení' );
ddepoke ( spojeni , 'r29c1:r100c100' , diag(Q_dH26_23).^(1/2) );
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