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Co je diferencialni rovnice

Grafem funkce f : z = xy je hyperbolicky paraboloid, obr. 1. Vrstevnicemi jsou rovnoosé
hyperboly zy = ¢, a to pro ¢ > 0 v prvnim a tfetim kvadrantu a pro ¢ < 0 ve druhém
a ¢tvrtém kvadrantu. Hledejme kiivky, které kolmo protinaji vrstevnice. Takové kiivky
se nazyvaji spadnice.

Vime, ze gradient funkce f je kolmy na vrstevnice funkce f, bude tudiz urcovat
teénu spadnice. Oznac¢ime-li jednu ze spadnic k : y = y(z), derivace y'(z) uréi jeji tecny
vektor t = (1,4/(z)). Protoze f(z,y) = zy, je

grad f(z,y) = (y,z)

a ve spole¢ném bodé [z, y(x)] vrstevnice a spadnice jsou tyto vektory linedrné zavislé.
Pro jejich souradnice tudiz plati

=K

\

Obr. 1

Pro spadnici k£ dostavame po tpravé rovnici
y(@)y (@) = . (1)

Obé strany rovnice integrujeme podle z

/y(:c)y'(x) dx = /xda: +c. (2)

Na levou stranu rovnice (2) pouzijeme pravidlo o substituci

/ydy:/xdzn—l—c.

Potom pro hledané kiivky dostavame implicitni vyjadieni

1 1
§y2:§x2+c, ceR.



Rikdme, Ze systém spéadnic, ortogondlnich k systému vrstevnic, je dan rovnici (1).
V této rovnici vedle proménné x je nezndméa funkce y a neznamd také jeji derivace /.

Diferencialni rovnice 1. radu

Predpokladejme, ze F je dané funkce s defini¢nim oborem Dy C R3. Rovnici

F(:I:a y>y,) =0, (3)

ve které vedle proménné x je nezndmé funkce y a jeji derivace v/, se nazyva obyc¢ejna
diferencialni rovnice 1. radu.

Obycejna proto, zZe se v ni vyskytuje obycejna a ne parcialni derivace. Diferencialni
proto, zZe se v ni vyskytuji derivace a 1. fddu proto, Ze jsou to pouze derivace 1. fadu.

Resenim diferencialni rovnice (3) nazyvame kazdou funkci y = y(z), diferenco-
vatelnou na intervalu J, pro kterou plati:

Pro kazdé = € J je (x,y(x),y'(z)) € Dp a F(x,y(x),y'(z)) = 0.

Je-li interval J uzavieny, nebo polouzavieny, dosazujeme za 3’ v jeho krajnich bodech
prislusnou derivaci zleva, resp. zprava.

Je zfejmé, ze FeSeni rovnice (3) mizeme ”slepovat”. Jsou-li napf. ¥ na intervalu (a, b)
a ¥ na intervalu (b, c) dvé feSeni rovnice (3) a plati 7(b) = y(b), miZeme tato FeSeni

y(x), ror € (a, b
”slepit”. Vysledkem bude Feseni y = yl), p ( >‘

y(x), prow € (b,c)
Rovnice (3) je v implicitnim tvaru. Lze-li z této rovnice vypo¢éitat derivaci 3’ jako
funkci x a y, tj.

y' = f(z,y), (4)
fikdme, Ze rovnice je v explicitnim tvaru.

Oznac¢ime-li M defini¢ni obor funkce f, vidime, Ze rovnice (4) ur¢uje na mnoziné M
vektorové pole s(x,y) = (1, f(z,y)). Hleddme-li jeji Feseni, hleddme kiivky v mnoziné
M, které v kazdém svém bodé [z,y| maji teénu uréenou vektorem (1, f(z,y)). Tyto
kfivky se nazyvaji integralni kiivky vektorového pole s.

Aby takové kiivky existovaly, musime ziejmé predpokladat, ze funkce f je spojita.
K danému vektorovému poli v roviné bude existovat takovych kfivek vice. Podle obr. 2
se zda, ze zname-li jeden bod A kfivky, je tim kfivka urcena jednoznacéné. Snadno se
presvédcime, Ze to bez dalsich predpokladt neni pravda.
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Obr. 2 Obr. 3

Na obr.3 je graf funkce y = 2. Jestlize jej ve sméru osy x posuneme do vsech
bodu roviny, urcuji te¢né vektory téchto kiivek vektorové pole. Stejné vektorové pole
ale uréuji i k¥ivky, které bychom slepovali z grafii funkce y = x> a tsedek na ose x.
Ziejmeé bude platit:

Jestlize f je funkce spojita na oteviené mnoziné M C R?, existuje ke kazdému bodu
[0, y0] € M funkce y = y(x), kterd vyhovuje rovnici (4) a plati y(zo) = yo.

Jestlize navic ma funkce f spojitou parcialni derivaci podle y, existuje okoli bodu
[0, 0], na kterém je feseni y = y(z) (s uvedenymi podminkami) uréeno jednoznaéné.

Odtud je ziejmé, Ze pole na obr.3 nespliiuje posledni podminku. Bodtm [z, 23],

i véem bodiim [z + ¢, 2%], ¢ € R, je pfifazen vektor (1,3x?2). Tedy bodu [z, y] je pfifazen

2 2 s e 1 ,

vektor (1,3y3) a funkce f(x,y) = 3y3 ma parcialni derivaci podle y rovnu 2y~ 3, kterd
neni v bodech [z,0], € R, spojité.

Integralni kiivka, jejimz kazdym bodem prochézi jesté aspon jedna dalsi integralni
kiivka, se nazyva singularni integralni k¥ivka, nebo také singularni feseni. V pred-
chozim pfikladé to byla funkce y = 0.

Uloha, kdy hledame integralni kiivku prochézejici bodem [z, 0], se nazyva Cau-
chyova tiloha. Podminka yy = y(z¢) se nazyva poéateéni podminka.

Resit diferencilni rovnici analyticky, tj. vyjadfit feseni pomoci elementérnich funket,
je mozné jen pro nékteré funkce y = y(x). Kazdou rovnici ale mizeme fesit numericky,
tj. pro dané feSeni y = y(x) a dand éisla z1,...,x,, z definiéniho oboru funkce f,



muzeme uréit hodnoty y(z1),...,y(x,) s pfedem danou presnosti.

Ukézeme si nékteré typy rovnic, u kterych mtzeme vyjadrit feseni pomoci elemen-
tarnich funkci, a to jak v explicitnim, tak v implicitnim tvaru. Pfitom budeme automa-
ticky predpokladat, ze pouzijeme-li u nékteré funkce parcialni derivaci, ze tato derivace
existuje a je spojita.

Exaktni diferencialni rovnice

Predpokladejme, ze funkci y, proménné x, mame danu implicitné rovnici

U(z,y) = k. (5)
Derivovanim rovnice (5) podle x dostaneme (y je funkci x)
ou ouU ,
—+ —vy =0. 6
o T oy Y (6)
Obracené, jestlize mame danu rovnici
P(z,y) +y'Q(z,y) =0 (7)
a existuje funkce U(z,y) takova, ze
oU (x,y) oU(z,y)
= P =
o (z,y), 9 Q(z,y), (8)

ma rovnice (7) FeSeni. Jeji feSeni jsou dana implicitné rovnici (5).

Rovnice (7) se nazyva exaktni diferencialni rovnice.

Budeme-li tedy Fesit rovnici (7), budeme zjistovat, zda existuje funkce U takova, ze
jsou splnény rovnosti (8).

Vime, Ze pokud jsou smiSené parcidlni derivace né&jaké funkce f(z,y) spojité, jsou
také zaménné. Tudiz, jestlize hledana funkce U existuje, musi platit

OP(z,y) _ 0Q(z,y)
oy  oxr (9)

Nez ukazeme, ze platnost rovnosti (9) je pro existenci funkce U podminka také posta-
¢ujici, uvedeme jesté dvé pomocnd tvrzeni.

Tvrzeni 1. Jestlize funkce g(z) a h(z) jsou definoviny na intervalu J, potom ¢'(x) =
h/(x) na J pravé tehdy, kdyZz existuje konstanta ¢ takova, ze g(z) = h(x) + c.

Tvrzeni 2. Je-li f funkce proménnych ¢ a x, potom plati

;(/abf(t,m)dx) :/:afg:x)dm.
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Jak bylo feceno tivodem, samoziejmé predpokladame, ze f je funkce spojita a ma
spojité parcialni derivace.

Nyni mizeme dokazat tvrzeni, které jsme zformulovali vyse.

Tvrzeni 3. Jsou-li dany funkce P,(Q, s defini¢nim oborem M C R?, které maji
spojité parcidlni derivace a spliiujici rovnost (9), existuje funkce U(z,y) takova, Ze
plati rovnosti (8).

Dukaz. Pokud funkce U existuje, musi podle prvni z rovnosti v (8) platit

Ulr,y) = /x P(t,y)dt + o(y).

o

Potom
oU (z,y)

ox

Pro parcialni derivaci funkce U podle y dostavame podle tvrzeni 2

Wzaay </E:P(t,y)dt) +s0’(y)=/xjap(§7;’y)dt+so’(y)~

= P(z,y).

Podle (8) tedy je

oU(x,y) [T 0Q(x,y) )
o _/mo = dt + ¢'(y).

Primitivni funkce k funkci GQC‘(;C,y) je ziejmé funkce Q(x,y). Tudiz
x
oU(z,y
S Qlay) - Qo) + 9
. ) . . , ou
To znamena, Ze zvolime-li funkci ¢ tak, aby ¢'(y) = Q(xo,y), bude Eie Q. Funkce
Y
U je tedy hledanou funkci, tj.
Uleg) = [ Paydo+ [ Qany)dy+c. (10)
o

kde c € R.
Priklad 1. Ovéfenim podminky (9) zjistime, Ze diferencialni rovnice

322 4 6xy? + (62%y +4y°)y =0
je exaktni diferencialni rovnice, ve které

P(z,y) = 322 + 6563/2 , Qz,y) = 6x2y + 4y3.



Dosazenim do vzorce (10), xo bylo libovolné ¢islo z definiéniho oboru rovnice, napf.
zo =0, je

xX
U(;v,y):/ (3t2+6ty2)dt—|—/4y3dy—|—c::1:3+3:172y2+y4+c.
0

Hledané reseni dané rovnice
23+ 322 oyt =

Rovnice se separovanymi proménnymi

Rovnici ()
’ p\r

y =—-—" (11)
q(y)

kde funkce p, resp. funkce ¢, ¢ # 0, je diferencovatelné na intervalu I, resp. J, nazyvame

rovnice se separovanymi proménnymi.

Tak se tato rovnice nazyva proto, ze proménné x a y mizeme separovat (oddélit),
tj. upravit rovnici tak, Ze na jedné jeji strané bude funkce proménné x a na jeji druhé
strané bude funkce proménné y nasobend 3’. V nasem piipadé dostaneme po tpraveé

Jestlize obé€ strany rovnice zintegrujeme podle z, pfi¢emz na levou stranu pouzijeme
vétu o substituci, dostaneme

[aw v/ ts == [@ydo+c

/q(y)dy= —/p(x)d:c+c.

Abychom separaci proménnych mohli fesit diferencidlni rovnici, nemusime ji mit nutné
zadanou ve tvaru (11). Napf. rovnici

a potom

p(@)-uly) _ ooy
) o)y I

upravime na tvar
px) _ ay)-9(y) ,
v(z) - f(x) uly) 7
Snadno bychom ovéfili, Ze rovnice (11) je zvlastnim pfipadem exaktni diferencidlni
rovnice.

Priklad 2. Re$me rovnici
yr=1vy, x#0.



Separovanim proménnych dostaneme rovnici, kterou vyresime integrovanim:

1 ! d d

V posledni z rovnic, zvolime konstantu c ve tvaru ¢ = In¢, kde ¢ > 0. Potom miizeme
psat |y| = ¢|x|. Odstranime absolutni hodnoty, aby fesenim byla funkce diferencova-
telna, musi platit y = ¢x, nebo y = —cx. Potom feseni dané rovnice jsou vSechny funkce
tvaruy = Cx, C # 0.

Pii feSeni jsme se omezili na piipad x # 0, y # 0, co u rovnice v ptivodnim tvaru
nebylo nutné. V priibéhu vypoctu jsme tedy vyloucili funkci y = 0. Dosazenim do dané
rovnice se presvédc¢ime, ze funkce y = 0 rovnici fesi, a proto ji zahrneme do vsech feSeni.
Obecné feseni dané rovnice tedy je

y=cx, cEeR.

Linearni diferencialni rovnice

Linearni diferencialni rovnice homogenni, nebo také linearni rovnice s nulovou pravou
stranou, je rovnice, kterou lze zapsat ve tvaru

Y +p(x)y =0, (12)

kde p je diferencovatelna funkce na intervalu J. Je to vlastné rovnice se separovanymi
proménnymi, a tu jiz fesit umime.

Jednim jejim feSenim je funkce y = 0. Dalsi feSeni najdeme separovanim proménné
na mnozing M = {[z,y] € R%;z € J,y # 0}:

/
pa)+2 =0 = [pla)de+mlyl=c, ceR

Stejné jako u prikladu 2 muZeme psat ¢ = In¢, ¢ > 0. Potom FeSeni zapiSeme ve tvaru
Inel P@)dr 41y ly| =1Inc

a nasledné '
ly| = ce— /@) de 7,

Tato rovnost plati praveé kdyz
y=ce JP@d  pebo y=—ge [ P@)d
proto obecné feSeni rovnice (2) je

y=Ce JP@dr o cR (13)



Linearni diferencialni rovnice
nehomogenni

Variace konstanty

Nehomogenni linearni diferencialni rovnice, nebo také rovnice s nenulovou pravou stra-
nou, je rovnice, kterou miizeme psat ve tvaru

Y +yp(x) = q(z), (14)

kde p, ¢ jsou diferencovatelné funkce na intervalu J. Jeji feSeni muzeme najit pomoci
feSeni rovnice (12) s nulovou pravou stranou (a stejnou levou stranou). Tato metoda fe-
Seni se nazyva variace konstanty. Postup feseni mizeme zformulovat do dvou kroki:

1. Uréime obecné FeSeni (13) rovnice (12).

2. Obecné feseni rovnice (14) hledame ve tvaru
y = C(z)e /P dz,

kde C' je funkce proménné x diferencovatelna na intervalu J. Postup si ukdzeme
na prikladu.

Priklad 3. Rovnici
3

xy —y=u
nejdiive za predpokladu x # 0 upravime na tvar (14)
1
y — -y =2
x

1. Najdeme obecné feseni rovnice s nulovou pravou stranou:

1 |
y/_iy:0:>y*_*:O:>111‘y|:ln’x‘—}—lncﬁy:cx
X Yy x

2. Hledame funkci C' takovou, aby funkce
y=zC(x)
byla fesenim dané nehomogenni rovnice. Proto ur¢ime derivaci

y =C(z)+2C'(z)



a obé funkce y a v’ dosadime do nehomogenni rovnice a upravime

C(z) +zC'(z) — éxC’(w) =1 = C'(x) =2 = C(z) = %xQ +c.

Obecné feseni dané rovnice dostaneme dosazenim funkce C' do pfedpokladaného
fesSeni, tj.
L 3
Y = 5;1: + cx.

Existence a jednoznacnost reseni

diferencialni rovnice

Drive nez se budeme zabyvat otazkou TesSitelnosti diferencidlni rovnice, vypocitejme
jesté jeden priklad.

Piiklad 4. Reseni rovnice ,
y = 6xys,

za predpokladu y # 0, ur¢ime separaci proménnych.

win

1
gy_ y =2r = \3/37:1’2%—0, ceR.

Obecné feseni dané rovnice jsou funkce

y=0,
y= (2 +¢)?, ceR.

Pro kazdé c > 0 existuje jedina integralni kiivka, obr. 4 a.
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Obr. 4

Pro ¢ <0 Ize integralni kiivky skladat. Napi. bodem A na obr.4 b prochazi ktivky

$6, <0 0
=1 @ +c3, x>,/ C Y=, 3
(z° + ¢)?,
0, 0<xz<+/[
o c<—vidfo 2| < VI
I (R N IR N LA Y PV

ale také ys = (2% + ¢)3 pro kazdé x € R.

)

Mg&jme nyni diferenciélni rovnici y' = f(x,y) s po¢atecni podminkou y(z¢) = yo, kde
funkce f je spojitd na mnoziné M = (x¢ — 9,29 + ) X (yo — €, yo + €). Nez pristoupime
k jejimu FeSeni, pfipomenme, Ze ma-li funkce (jedné, dvou nebo vice proménnych) za
defini¢ni obor uzavienou a omezenou mnozinu, nabyva na ni svého maxima a minima.

Pro kazdé x € (z¢ — §,z9 + &) pocitejme integraly

‘gymwzéﬁmmmm.

Dosazenim mezi do primitivni funkce na levé strané rovnice dostavame rovnici (jak se
muZeme snadno presvéd¢it), ktera je s puvodni rovnici ekvivalentni. Na jeji levé strané
je funkce

M@—y@w+/mﬂ%M@M% (15)

ktera je feSenim dané rovnice, pokud ovSem toto Feseni existuje.

Integral je spojitou funkci své horni meze. Tudiz pokud ma rovnice (15) feSeni, je
toto FeSeni spojitd funkce proménné x.

Zbyva dokazat existenci a jednoznacnost feseni. K tomu bude tfeba predpokladat,

v

ze

1. funkce f je spojitd na mnoziné M,
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0
2. funkce of je spojita na mnoziné M.

Oy

Pro dtikaz existence vysta¢ime s prvnim predpokladem, ale dtkaz se zjednodusi,
budeme-li predpokladat platnost obou.

0f(z,y)

Ay
plyva, Ze plati |y(z) — yo| < m|z — xy|. Nazorné to znamena, ze graf funkce y = y(x)
lezi ve vySrafované ¢asti roviny na obr. 5, tj. lezi v thlu, obsahujicim pfimku y = yq,
jehoz rameny jsou pfimky y = yo + m(x — x0), y = yo — m(z — o).

Oznacime m = maxp, yem |f(z,y)|, k = max[x7y]eM‘ ‘ Ze vzorce (15) vy-

Y

Yo +----—1

Obr.5
Hleddme-li feseni v celém intervalu (z¢ — d, xg + 0), musime zfejmé pozadovat, aby
mod < €, tj. k ¢islu € musime volit ¢islo d tak, aby tato nerovnost platila.

Nyni hledejme podminku pro existenci a jednoznac¢nost feSeni. Sestrojme podle
vzorce (15) posloupnost aproximaci FeSeni, spojitych funkci na mnoziné M, nésledu-
jicim zpisobem:
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yo(x) = y(l‘o) = Yo,
y1(z) = yo +/ f(z,y0(x)) de,

yo(z) = yo + / " f( () da,
Yns1(x) = yo + / " f(a () d,

Z posloupnosti aproximaci pro kazdé « € (ro—d, z9+9) dostavame éiselnou posloupnost,
ozna¢me ji (y,,) a pocitejme rozdil jejich sousednich ¢lent:

/ :f<x,yn>dx— / :f(x,ynodx

R=[Gois 70l = < / (@7 — f(@ 1) lde.
z0

Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté funkce existuje & € (y,,_;,7,,) takové, ze

0f(z,§)

’f(wvgn) - f(x7yn—1)| = ‘&y(yn - gn—l) < k‘yn _yn—1‘7

(k jsme oznacili maximum parcidlni derivace funkce f podle y). Potom
x
R < Mg~ Gnal [ do = k5, = oo~ 0] < K515, ~ 5l
o

Dosli jsme k nerovnosti
|yn+1 - yn| < ké‘@n - yn—l" (16)
Pro kazdé i,j € N, i > j, podle (16) postupné dostavame
i1 — il < K6lyi —yio1| < (k6)[yi1 — yial < -+ < (K6) 7 |yjp1 — yjl-
Dokazali jsme nerovnost
i1 — il < (k) |yj1 — yjl- (17)

Ziejmé plati
[Yir1 — Y5l < |Wir1 — wil + -+ |41 — 5l

Pouzijeme-li na kazdy s¢itanec na pravé strané této nerovnice vzorec (17), dostaneme

yir1 — y;] < ((k6) ™"+ -+ k6 + D)|yj41 — ;-

13



Zvolime-li § tak, aby bylo § < %, tj. kd < 1, muZzeme v zavorce seéist a vysledek
odhadnout pomoci souétu geometrické rady

1
Yit1 —yj| < 1_7]{;5|3/j+1 - yjl- (18)

1

Pokud bychom pro néazornost zvolili § = 5, tj. kd = %, bude mit vzorec (17), resp.

(18), tvar
1
[Yit1 — yil < i\yi — Yi—1|, resp. |Yit1 — ;| < 2lyj+1 — y5l-

Nerovnost (18) tedy méa vyznam ten, ze vSechna ¢isla y;, ... lezi na tsecce o stiedu y;
a "poloméru” 2|y;1 — y;|. Nerovnost (17) pak ma vyznam ten, ze analogicky ”kruh”
na piimce, sestrojeny pro stied y;41, bude mit polovi¢ni ”polomeér”.

Dostavame posloupnost do sebe vnorenych tusecek, jejichz velikost konverguje k nule.
V kazdé z téchto tsecek lezi, az na koneény pocet, vSechny body posloupnosti (7,,).
Odtud vyplyva, ze posloupnost (7,,) ma limitu pro n — oo, tato limita je jediné a uréuje
feSeni rovnice ' = f(x,y) s pocateéni podminkou y(zg) = yo.

Piiklad 5. Pomoci posloupnosti aproximaci rovnice y' = 22 + y, s poc¢ateéni pod-
minkou y(0) = 0, uréeme hodnotu integralni kfivky v bodé x = 0.5 s piesnosti 1074

T
1 _
yi(x) = / 22dx = gl'?), y1(0.5) = 0.0416,
0

@ 1 1 1 _
ya(z) = / <x2 + 3953) dx = gx?’ + Ex‘* , y2(0.5) = 0.0468749,
0

v 1 1 1 1 1
2 3 4 3 4 5 .
= + dx = x 0.5) = 0.047395832
y3(x) /0 <x 57 + 1233) 37 + 12 + 0% y5(0.5) 739

x 1 1 1 1 1 1 a0
2 3 4 5 3 4 5
) = x4+ -+ —x"+ —=x de = —2° 4+ —2" 4+ —2° + —
va() /0 ( 3 12 60 ) v 3 12 60 360’

y6(0.5) = 0.047439234.

Y4 — y3 = 0.000043402, staci vzit y(0.5) = 0.047439234. Graf piesného feSeni a prvni
aproximace je na obr. 6.
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Eulerova metoda

Reseni rovnice 3y = f(x,y) s poc¢ateéni podminkou y(zg) = yo je integralni kiivka,
ktera prochazi bodem Xy = [x¢, 3] a smérnice jeji teény v bodé Xy je v/ = f(xo,v0).

Necht funkce f je v okoli U(Xy) bodu Xy spojitd a omezend a mé zde omeze-
nou parcidlni derivaci podle y. Potom existuje pravé jedna integralni kiivka y = y(x)
prochézejici bodem Xj. Jeji dalsi body budeme aproximovat na okoli U(Xy) pomoci
vrcholi lomenné cary.

Rozdélme interval (zg,a) C U(Xp) na n dilkd body zy < 1 < -+ < z,. Tecna
aproximované integralni kfivky v bodé Xy ma rovnici

y = f(zo,y0)(x — wo) + yo.
Jeji prusecik s pfimkou x = z1 ozna¢me X; = [z1, 1], kde
y1 = f(@o,y0)(x1 — 20) + Yo.
Tecéna integralni kfivky v bodé X; mé rovnici
y = f(z1,y1)(z —21) + y1.
Jeji prisecéik s pfimkou x = x5 oznaéme Xy = [z2, y2], kde
y2 = f(z1, 1) (@2 — 21) + 1.

Analogicky bychom uréili body X3, X4, ..., X,. Lomenou ¢irou XoX;...X, aproxi-
mujeme integralni kiivku diferencialni rovnice ¢y = f(z,y) v okoli poc¢ateéniho bodu
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Xj. Predstavu o tom jaka je asi presnost této aproximace si mizeme udélat z obrazku
7.

Rekurentni vzorec aproximace, ktera se nazyvéa Eulerova metoda, je

Yk+1 = f($k7yk)(i15k+1 - l’k) + Yk, Yo = y(CL’O)-

Piiklad 6. Hledejme hodnotu integralni kiivky rovnice v = x% + vy, s poc¢atecni
podminkou y(0) = 0, v bodé x = 0.5 s krokem 0.1.
Pro jednotlivé body lomenné ¢ary postupné dostavame

Xo = [0,0],
X, = [0.1,0],
X, = [0.2,0.001],

X, = [0.4,0.01461],

=
=
X3 = [0.3,0.0051],
[
X5 = [0.5,0.032071].

0.2 0.3 0.4 0.5

.Obr. 7

Na druhém obrazku v obr. 7 je vidét, Ze strany lomenné cary jsou tecnami integral-
nich kfivek s poc¢atecnim bodem v koncovém bodé predchozi strany.

Zlepseni pfesnosti aproximace lze uskuteénit zmensenim kroku déleni intervalu, nebo
metodou vyssiho radu.

Metody Rungovy-Kuttovy

Budeme-li pfedpokladat, ze integralni kiivka y = y(x) ma v okoli bodu z( spojité
derivace do fadu n + 1 a funkce f pravé strany diferencialni rovnice ma taktéz v okoli
bodu Xj spojité parcialni derivace az do fadu n, mizeme v okoli tohoto bodu k jejimu
vyjadieni pouzit Tayloriv polynom n-tého stupné

1 1
y(x) = y(zo) + ¢ (z0)h + gy (x0)h? + -+ —y " (w0) " + R, (19)

16



kde h = x — xo, ¥'(z0) = f(z0,%0), ¥"'(x0) = fz(x0,y0), atd. Naro¢nost vypoctu par-
cidlnich derivaci funkce f je zfejmé. Runge se ji vyhnul pouzitim linedrni kombinace
vhodnych funkci pfirtstku A

kn(h) = hf(xo + an—1h,yo + biki(h) + boka(h) + - - + bp—1kn—1(h))

pro aproximaci funkéni hodnoty integralni kiivky

y(xo + h) = y(azo) + Clkl(h) + Czkg(h) + -+ ann(h). (20)
Koeficienty aq,...,an-1,b1,...,bp—1,c1,...,Cy se uréuji porovnanim vzorce (20) s Ta-
ylorovym polynomem v (19). Ozna¢ime-li F'(h) chybu aproximace (20), t;.
1 . i
F(h) = y(zo+h)—y(wo)—ciki(h)—c2ka(h)— - -—c kp(h) = my(7+1)($o)h o,
ziejmé
F(0)=F'(0)=---=F"(0) =0, FUtY(0) #£ 0. (21)

Podle po¢tu ¢lent v linearni kombinaci (20) uréujeme Fad metody, kterd se nazyva
Rungova-Kuttova.

Rungova-Kuttova metoda 1. radu

Ve vzorci (20) uvazujeme pouze 1. funkci kq, tj.
y(zo + h) = y(z0) + c1k1(h), ki(h) = hf(zo,y0)-
Této volbé odpovidajici funkce F' ma tvar
1
F(h) =y(xo + h) — y(wo) — c1hf(zo,y0) = gy”(%o)h2 +

a z podminek (21), tj. F'(0) = v/'(z¢) — c1.f(z0, yo) = 0, vyplyva, ze ¢; = 1. Vzorec pro
Rungovu-Kuttovu metodu 1. fadu

y(wo + h) = y(zo) + hf(zo0,%0)

je shodny s Eulerovym vzorcem.

Rungova-Kuttova metoda 2. radu

V linedrni kombinaci (20) vezmeme dvé prvni funkce. Z porovnani s Taylorovym vzor-
cem dostaneme hodnoty koeficient
1

alzblzl, 6126225.
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Vzorec pro (n + 1)-ni bod aproximace integralni kiivky y = y(x) diferencialni rovnice
y' = f(z,y) s pocateéni podminkou y(xg) = yo je

1
Ynt+1 = Yn + §(k1 + k2)7
kl = hf(xn, yn)7 (22)

k'2 = hf(xn + hayn + ]{71)

Geometricky vyznam vzorce (22) si ukdzeme pro prvni dva body. Oznacime

vy = f(wo,50) = k1 =hy, a u=yo+ hy
vy = flz1,u) = ke=hy}, a v=uyy+ hy,.

Nyni upravime vzorec (22) na tvar

1 = 510+ h) + (o + (a0 + )] = £ (u+ ),

viz obr. 8.

Obr. 8

Priklad 7. Uréeme hodnotu integralni kiivky diferencialni rovnice y' = % + y,
s pocatecni podminkou y(0) = 0, v bodé = = 0.5 Rungovou-Kuttovou metodou 2. fadu.

Pro bod X; jex; =0.25 a
k1 =0, ko =0.015625, y; = 0.0078125,

tedy X1 = [0.25,0.0078125].
Pro bod X5 je 2o =0.5 a

k1 = 0.017578125, ko = 0.068847656, y2 = 0.05102539,

tedy X5 = [0.5,0.05102539].
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Rungova-Kuttova metoda 4. radu

je ddna vzorcem

1
Yn+1 = Yn + g(k‘l + 2ko + 2k + k4),

kl - hf(xrwyn)a

h k

kZth <$n+ayn+1>a (23)
2 2
h ko

]€3 - hf <$n+2,yn+2> 9

ky = hf(zp + h,yn + k3).

Piiklad 8. Uréeme hodnotu integralni kiivky diferencidlni rovnice v’ = 2% + ),
s poc¢atecni podminkou y(0) = 0, v bodé x = 0.5 Rungovou-Kuttovou metodou 4. fadu.

Pro bod X je x1 = 0.25 a kp = 0, ko = 0.00390625, k3 = 0.00439453125, ky =
0.016723632, y1 = 0.005554199125, tedy X7 = [0.25,0.005554199125].

Pro bod X3 je xo = 0.5 a k1 = 0.017013549, ko = 0.038671493, k3 = 0.097381112,
k4 = 0.088233827, y2 = 0.068446296, tedy Xo = [0.5,0.068446296].

y2

0. 25 0.3 0.35 0.4 0. 45 0.5

Obr. 9
Porovnani Rungovych-Kuttovych metod 1.,2.,4. fadu.
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