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Dalsi vlastnosti euklidovského prostoru

V nasledujici kapitole se budeme zabyvat zobrazenimi, kterd usporadané dvojici, resp.
trojici, resp. n-tici realnych cisel prifadi realné c¢islo. Proto nejdfive popiseme ty vlast-
nosti mnozin uspotradanych n-tic redlnych cisel, které k tomu budeme potfebovat.

V kapitole linearni algebry jsme euklidovskou rovinu Es a jeji zaméfeni Vo, resp.
euklidovsky prostor E5 a jeho zaméfeni V3 ztotoziiovali s dvojrozmérnym aritmetickym
prostorem R?, resp. trojrozmérnym prostorem R3. Body jsme znaéili A = [a1, ag, a3]
a vektory x = (x1,x2,x3). Definovali jsme vzdalenost dvou bodu A, B

’AB‘ = \/(al — b1)2 + (CL2 — b2)2 + (a3 — b3)2

|x| = \/:z%—kazg—i-a:%.

Tedy euklidovskou rovinu, resp. euklidovsky prostor, i jejich zaméreni, chapeme jako
mnozinu usporadanych dvojic, resp. trojic redlnych cisel.

a velikost vektoru x

Analogicky miizeme chépat n-rozmérny euklidovsky prostor E,, resp. jeho za-
meéfeni V,,, jako mnozinu R" usporadanych n-tic redlnych ¢isel, které nazyvame body
a zna¢ime A = [aq,...,ay], resp. vektory x = (z1,...,x,). Analogicky definujeme
vzdalenost bodu A, B a velikost vektoru x

AB| = (a1 =0+ (an = b2, [xl = yfad+ o+ ad

Okoli bodu A € R™, n > 1, o poloméru r, r > 0, je mnozina

U(A) ={X e R"; | XA| <r}.

Prstencové okoli bodu A je mnozina P(A) = U(A) — {4}.

Bod A € M, M C R", se nazyva vnitfni bod mnoziny M, jestlize existuje okoli
bodu A, které je ¢asti mnoziny M.

Bod A € R", k némuz existuje okoli, ve kterém nelezi Zadny bod mnoziny M C R"™,
se nazyva vnéjsi bod mnoziny M.

Mnozina v8ech vnitinich bodt mnoziny M se nazyva vnitrek mnoziny M.

MutZzeme tedy Fici, Ze v roviné R? je okoli bodu A vnitiek kruhu o stfedu v bodé A
a polomeéru r, v prostoru R? je okoli bodu A vnitiek koule o stfedu v bodé A a poloméru
.

Mnozina M se nazyva oteviena, jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim bodem.

Bod A € R” se nazyva hraniéni bod mnoziny M, jestlize v kazdém jeho okoli lezi
jak body mnoziny M, tak body, které do ni nepatfi.

Mnozina vSech hrani¢nich bod@ mnoziny M se nazyva hranice mnoZiny M.



Nazorny vyznam uvedenych pojmi
je na obrazku 1. Bod A; je vniti-
nim bodem, bod As je hrani¢nim
bodem a bod Az je vnéjsim bodem
mnoziny M.

Obr. 1

MnozZina M se nazyvéa uzaviena, obsahuje-li svoji hranici.

Zdalo by se, Ze nazorné muzeme Fici, hranice mnoziny je ¢ara, ktera ji ohranicuje.
Ale napft. vezmeme-li za mnozinu M mnozinu téch bodi X = [z,y], které maji obé
soufadnice racionalni, snadno se presvédcéime, Ze hranici je celd rovina.

Mnozina M se nazyvid omezena, jestlize existuje takové okoli jejiho libovolného
bodu, jehoz ¢asti je cela mnozina M. Mnozina, ktera neni omezend, se nazyvia neome-
zena.

Bod A € R™ se nazyva hromadny bod mnoziny M C R"”, jestlize kazdé jeho okoli
obsahuje nekone¢né mnoho bodd mnoziny M.

Funkce dvou proménnych

Funkci dvou proménnych nazjvame kazdé zobrazeni f mnoziny M C R? do mnoziny
R realnych cisel.

Funkce dvou proménnych bude tedy pro nas dvojice mnozina M a predpis f, ktery
kazdé dvojici [z, y] € M ptifadi pravé jedno z € R. Casto budeme funkci zadavat jenom
predpisem f a za M budeme brat mnozinu téch [z,y] € R2, pro které ma tento predpis
smysl.

Mnozinu M nazyvame defini¢ni obor funkce f, znac¢ime D;. Soufadnice x, y bodu
X € Dy nazyvidme nezavisle proménné funkce f.

Mnozinu H; = {f(z,y) € R;[z,y] € Ds} nazgvidme obor hodnot funkce f. Cislo
f(z,y) se nazyva hodnota funkce f, také zavisle proménna funkce f.

Grafem funkce f nazyvame mnozinu viech bodt [x,y, f(x,y)] prostoru R? (ve zvo-
lené kartézské soustavé soufadnic), pro které [z,y] € Dy.

Graf funkce nam vice priblizi systém vrstevnic.

Vrstevnice funkce je mnozina téch bodi [z,y] € Dy, pro které je f(x,y) = ¢, kde
cE Hf.

Priklad 1. Linearni funkce, nebo jeji ¢ast, je dana rovnici z = ax + by + ¢. Jejim
grafem je rovina, nebo jeji ¢ast.



Funkce f : z = 2 — 2x — y zobrazuje mnozinu M = {[z,y] € R2Z0<2<1,0<y<
2—2x} nainterval Hy = (0,2). Graf funkce f je trojihelnik ABC, kde A = [1,0,0], B =
[0,2,0],C =[0,0,2]. Vrstevnice jsou tsecky 2x+y = 2—c, c € Hy rovnobézné se stranou
AB.

YIB

Funkce g : z = 2 — 2x zobrazuje mnoZinu M = {[z,y] € R%;0 < x < 1,y > 0} na
interval Hy = (0,2). Grafem je c¢ést roviny rovnobézné s osou y v 1. oktantu. Vrstevnice
jsou polopiimky, s po¢ate¢nim bodem na ose x v intervalu (0,1), rovnobézné s osou y

v 1. kvadrantu.
z Yy
Yy 0 1 X
1

Funkce h : z = |z| + 2 zobrazuje rovinu R? na interval H;, = (2,+00). Grafem
r+2, prox>0,y€R
h(z,y) =
2—x, prox<0,yeR

nic¢ni pifimkou. Vrstevnice jsou pfimky rovnobézné s osou y.

jsou dvé riiznobézné poloroviny se spole¢nou hra-

Z Yy

2

Funkce F : z = |x| + |y| zobrazuje rovinu R? na interval Hr = (0, +00). Grafem
T+, prox >0,y >0

Flay)= 47~ Y Pror20us0 . casti pravidelného ctyrbokého jehlanu.
y—x, prox <0,y >0
—z—y, prox <0,y <0
Vrstevnice jsou ¢tverce se stiedem v O.



Nez uvedeme dalsi priklady funkci, zminime se stru¢né o nékterych jednoduchych
plochach v prostoru. Grafy mnohjch funkci dvou proménnych jsou totiz pravé tyto
plochy, nebo jejich casti.

Rotacni plochy

Piedpokladejme, Zze v soufadnicové roviné xz méame danu kiivku (¢aru) k rovnici

g(xz,z) =0.
z
Ze stiedni skoly zndme napt. rovnici piimky
" X a rovice kuzelosecek. Budeme-li nyni kiivku
\) k otacet kolem osy z, budou jeji body opi-
X

sovat kruznice, v rovinach kolmych na osu
z, a cela kiivka k opise plochu. Uréime jeji
rovnici. Bod X bude lezet na rotac¢ni plose,
praveé kdyz se pri otoceni kolem osy z otoci
x do bodu X', nebo do bodu X" ktivky k, obr.
2. M&-1i bod X soufadnice [z,y, z], potom

X' = [Va?+ 42,0, 2],

X" =[xz +92,0,z].

Obr. 2

Bod X tudiz lezi na rotac¢ni ploSe vytvorené kiivkou k pravé tehdy, je-li

g(v/22 +y2,2) =0, nebo g(—v/z%2 +y2,2) = 0.

Toto jsou obecné rovnice rotaéni plochy. Specidlnim p¥ipadem rotacnich ploch
jsou rota¢ni kvadratické plochy, neboli rota¢ni kvadriky. Nékteré z nich znéame
ze stfedni $koly, napi. kulovou plochu (sféru), rotaéni valcovou nebo kuzelovou plochu.

V nésledujicim pfehledu u kazdé plochy uvedeme rovnici vytvoiujici kiivky k i upra-
venou rovnici rotacni kvadriky K.



kvadriky

Ld
Kulova plocha (sféra)

¢éni

Rota

Elipsoid protahly

Elipsoid zplostély

k:a?+ 22 =12

K:a?+y?+22 =12

Kuzelova plocha

Dvoudilny hyperboloid

Jednodilny hyperboloid




Paraboloid Paraboloid Valcova plocha
k:z=axz%a>0 k:z=azx?a<0 k:x=r
K :z=a(z*+v?) K :z=a(z* +v?) K :z?+y? =12

Translac¢ni plochy
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Tak jako u ploch rotacnich budeme predpokladat, Ze v soufadnicové roviné xzz mame
danu kiivku k rovnici g(z,z) = 0. Déle budeme pfedpokléddat, ze je dana funkce
z = h(y) s definiénim oborem D, a jeji graf ozna¢ime k. Pro jednoduchost budeme
piedpokladat, ze O € Dy, a Ze kiivky k a k maji spole¢ny bod A = [0,0,h(0)], viz.

obréazek 3.

Budeme-li kiivku k posouvat tak, aby bod A se pohyboval po k¥ivce k, vytvoii

vSechny polohy kiivky k plochu P.

Obr. 3

Takové plochy nazyvame translaéni plo-
chy. Uréime jejich rovnici. Aby bod Xy =
[0, Y0, z0] lezel na plose P, musi byt obra-
zem néjakého bodu kiivky k pfi posunuti
(translaci), které bod A prevede do bodu
A" = [0,y0,h(yo)], tj. pii posunuti o vek-
tor u = (0,yo0,h(yo) — h(0)). Tedy bod Xy
je bodem plochy P, jestlize obraz bodu X
pfi zpétném posunuti, tj. o opacny vektor
—u = (0, —yo, h(0) —h(yo)), lezi na kiivce k.
Tedy bod [z, 0, zo + h(0) — h(yo)] vyhovuje
rovnici g(z,z) = 0. Rovnice transla¢ni
plochy potom je

9(x,z + h(0) — h(y)) = 0.

Jestlize kiivka k bude také grafem funkce z = g(x), bude g(z, z) = z — g(x) a rovnice



translaéni plochy bude
2+ h(0) — h(y) — g(x) = 0.

Specidlnim pripadem translacnich ploch jsou opét kvadriky, valcové plochy a parabo-
loidy. Obecné valcova plocha je takova transla¢ni plocha, pro kterou funkce h je line-
arni, tedy jejim grafem k je pfimka. Obecnou valcovou plochu dostaneme ziejmé tak, ze
vSemi body kiivky k vedeme rovnobézné piimky s ptimkou k. Prvni t¥i z nasledujicich
transla¢nich ploch jsou plochy valcové, tudiz kiivku k nemusime uvadét.

Transla¢ni kvadriky

Valcova plocha

elipticka hyperbolicka parabolicka
2 2 2 2
o 2% o 2% L,
k.?+b—2—1 k'ﬁ_ﬁ_l k:z=ax
2 12 2 _ Lo)2
P Gl PP o ")

a? b2 a? b2

Elipticky paraboloid Hyperbolicky paraboloid
k:z=a%2? k:z=0%> k:z=a%? k:z=—b*y>?
Pz =a’2x? + b%y? P:z=a’x? — b%y?

pro a = b je P rotacni paraboloid




Piiklad 2. Kvadraticka funkce je déna rovnici z = ax? +by®> + cx + dy +exy + f,
kde aspon jedno z cisel a, b, e je riizné od nuly.

Funkce f : z = x? + y? zobrazuje rovinu R? na interval (0, +00). Grafem funkce f
je rotac¢ni paraboloid, vrstevnice jsou kruznice x> + % = ¢, ¢ > 0.

Funkce g : z = 222 + 3y? zobrazuje rovinu R? na interval (0, +-c0). Grafem funkce g
je elipticky paraboloid, vrstevnice jsou elipsy 2z + 3y?> = ¢, ¢ > 0.

e

Funkce h : z = x? — y? zobrazuje rovinu R? na mnoZinu R. Grafem funkce h je
hyperbolicky paraboloid, vrstevnice jsou hyperboly x? — y? = ¢,c € R.
1

N
o
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Funkce F : z = zy zobrazuje rovinu R? na mnozinu R. Grafem funkce F je hyper-
bolicky paraboloid, vrstevnice jsou hyperboly xy = c,c € R.
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Priklad 3. Iracionalni funkce

Funkce f : z = \/1 — 22 — y2 zobrazuje mnozinu M = {[z,y] € R? 22 +4? < 1} na
interval Hy = (0,1). Grafem funkce f je polosféra, vrstevnice jsou kruznice 2?4y =
1-c%ce Hy.

=)

=

Funkce g : z = /2% + y? zobrazuje rovinu R? na interval H, = (0, +00). Grafem
funkce g je ¢ast rotacni kuzelové plochy, vrstevnice jsou kruznice x> + y? = ¢?,¢ € H,,

©

Funkce F : z = \/y? — 22 zobrazuje mnozinu M = {[z,y] € R?%|y| > |z|} na
interval Hrp = (0,400). Grafem funkce F je ¢ast rotacni kuzelové plochy, vrstevnice
jsou hyperboly y? — 2% = ¢2, ¢ € Hp.

10



Poznamka. V piipadé funkci

2z =2+ y? 2= /22 +y? 2= /1—a%—y?
jsou vrstevnice jejich graft kruznice
c=x?+9y? =2 4+ 2 1—c?=a2%+y?

dR\E /\Xf
S

|/ N

Abychom z vrstevnic urcili odpovidajici graf téchto funkci, musime také sledovat

vztah volené konstanty z = ¢ a proménné x, pripadné y

z = 22 z = |z 1= a2+ 22

SR i 0 -

,_‘
o
[

Limita a spojitost

Pomoci limity jsme mohli u funkce jedné proménné vyjadiit chovani funkénich hodnot
za situace, kdy se nezévisle proménné ”blizila” k néjakému bodu a. Limita nam tak
pomohla popsat spojitost, ¢i nespojitost funkce v bodé. Hlavni Gilohu pritom hrala vzda-
lenost bodu jak v defini¢nim oboru, tak v oboru hodnot funkce. Tuto vzdalenost, nebo

11



stav, ze se bod ”blizi” k bodu, jsme u funkce jedné proménné popisovali vzdy v jednom
sméru, bud ve sméru osy xz, nebo ve sméru osy y. U funkce dvou i vice proménnych
situaci ”blizeni” bodu X k bodu A mutzeme také popisovat pomoci vzdalenosti bodi,
ale sméri, ve kterych se k bodu A miiZzeme ”blizit” je zde nekonené mnoho. Situace

Pfipomenme jesté, ze R* jsme oznadili rozsifenou mnozinu redlnych ¢isel o dva sym-
boly, —oco a 400.

Rikame, Ze funkce f ma v bodé A € R?, ktery je hromadnym bodem mnoziny D I3
limitu o € R*, jestlize ke kazdému okoli U(«) existuje prstencové okoli P(A) takové, ze
pro kazdé X € P(A)NDy je f(X) € U(w). PiSeme

)%iLnAf(X) -

Funkce f je spojitd v bodé A € Dy, jestlize

Jim f(X) = f(A).

Je-li funkce f spojitd v kazdém bodé mnoziny M, fikame, Ze je spojitda na mnoziné
M.

Limity funkci dvou proménnych maji vlastnosti analogické k vlastnostem limit funkeci
jedné promeénné.

Uvedme si nékolik ptikladi, na kterych uvidime, Ze uréovani limit funkci vice pro-
ménnych neni viibec snadné. Situaci sledujme na obrézcich.

Priklad 4. Na obrazku 4 je ¢ast grafu funkce
1

z=———>,
x2+y2

ktera je definovana na celé roviné R? kromé
pocatku O = [0,0] a obor hodnot ma
(0, +00). Vrstevnicemi jsou kruznice z? +
y? = %, ¢ > 0. Jejich polomér se s neo-
mezené rostoucim c¢ neomezené zmensuje.
Zitejmé funkce v bodé O neni spojita, jeji
limita zde je

= +o0.

lim ———
X200 2% 1 y?

Na obrazku 5 je ¢ast plochy, na které lezi graf funkce

22
2=
x2 + 92

Funkce je definovana na celé roviné R? kromé pocatku O = [0,0] a obor hodnot m4
interval (0,1) (z? + y* > x?). Vrstevnicemi jsou piimky, a to pro ¢ = 0 osa y, pro

12



c=1o0sax aproc € (0,1) rovnici cy?> — (1 — ¢)z? = 0 prepiseme na soucin linedrnich
dvojélenii: (yv/c — 2v/1 — ¢)(yy/c + xv/1 — ¢) = 0. Nyni je zFejmé, Ze vrstevnicemi jsou
rtiznobézné primky.

Funkce v bodé O neméd limitu, nebot
blizime-li se k pocatku po ose x, ma zde

hodnotu 1, blizime-li se po ose y, ma zde
hodnotu 0, tj.

22
lim <lim 22) =0
y—0 \z—0 2% +y

LUQ
lim (lim 2) ~1.
—0 \y—0 I —|—y2

Obr. 5

Na obrazku 6 je cast grafu funkce

Ilfzy

7= —"_.
x4 + 92

Funkce je definovana na celé roviné R? kromé pocatku O = [0, 0]. Uréime obor hodnot.
Vrstevnice jsou dany rovnici cy? — x?y + cx* = 0. Zvolime-li v ni ¢, miizeme zvolit i
a fesit kvadratickou rovnici pro y. Jeji diskriminant je z* — 4c?x* = x*(1 — 4¢?). Tudiz
rovnice ma FeSeni pravé kdyz c € <—%, %)

Pro ¢ = 0 jsou vrstevnicemi osy x,y. Tu-
diz blizime-li se k pocatku po téchto osach,
bude limita funkce rovna nule. To bude do-
konce platit i tehdy, budeme-Ii se k O blizit

po jakékoliv pfimce y = kx, napr.

. a:2y . kx3
lim

S L ()
XZ0zt + 32 ano x2(x? 4 k2)

\
W
M

A
\

222

Avsak budeme-li se k bodu O blizit po pa-
rabole y = x2, bude limita

o
22z
[T

I xt _1
mlg%)x‘l—l—:c‘l 2

Vidime, ze funkce nema v bodé O limitu.

13



Parcialni derivace

Derivaci funkce jedné proménné v bodé a jsme ”"mérili” rychlost zmény funkéni hodnoty
pfi pfechodu od bodu a k bodu x. Pro funkci f dvou proménnych budeme muset nejdrive
zvolit smér, kterym se v roviné R? vydame z bodu A do bodu X, tj. smér, ve kterém
budeme funkci f derivovat. Diive nez nadefinujeme derivaci funkce v libovolném sméru,
vyjdéme z nazorné piedstavy derivace podle proménnych x,y.

Necht funkce z = f(z,y) je definovana v okoli U(A) bodu A = [a, b]. Mnozina bodu
[z,b] € U(A) uréuje funkei g(z) = f(z,b) jedné proménné, obr. 7. Jeji vlastni derivaci

v bodé a
ath)—gla) . fla+hb) — (o)
= = nm

fikime parcialni derivace funkce f
v bodé A podle proménné x a znac¢ime

ji 8{9(/1)’ nebo kratce f,(A). Analogicky
x

definujeme parcialni derivaci funkce f
v bodé A podle proménné y

% af(A) — lim f(a7b+h2)_f(aab)
8y ha—0 ho

Vzhledem k tomu, Ze jsme parcidlni de-
rivace definovali pomoci derivace funkce
jedné proménné, plati pro né vSechna pra-
vidla pro derivace funkci jedné proménné.

Obr. 7

Priklad 5. Pocitejme parcialni derivace funkce z = arctg% v bodé A = [1,2]. Podle
definice miizeme do funkcéniho predpisu dosadit y = 2 a derivovat funkci proménné x.
Do ziskané derivace potom dosadime x = 1.

0z(z,2) 1 1 2 02(1,2)

2
Ox _1+%2§_ac2+4’ dx 5

Nebo miizeme derivovat podle jedné proménné, pritom na druhou proménnou pohlizet
Jjako na konstantu, a do vysledné derivace dosadit bod A. V nasem pripadé derivujeme
podle y s tim, Ze x je konstanta.

0z(z,y) 1 —z —x 02(1,2)

1
dy 1+§—§y2 2+ g2’ dy 5

14



Derivace sloZzené funkce

Nejdfive si pfipomeneme pravidlo pro derivaci sloZené funkce pro funkce jedné pro-
ménné: Jestlize y = f(x) a x = g(t) jsou funkce jedné proménné a H, C Ds, mizeme
sestrojit sloZzenou funkci F' takovou, ze F(t) = f(g(t)). Potom jeji derivace v bodé
to € Dy bude

14y — 1 L) = fleto)) _ . Fl9@®)) — flg(t)) 9(t) — g(to)
Fl(to) = fim === — s et =t - W

Existuji-li derivace f'(g(t9)) a ¢'(to), plyne z rovnosti (1) zndmy vzorec

F(t0) = L (g(t0)) - o/ (o).

Necht f : z = f(z,y) je funkci dvou proménnych a x = ¢(t), y = ¥(t) jsou
funkce jedné proménné, D, = D, a H, x Hy C Dy.

Potom mizeme opét sestrojit slozenou funkci F' takovou, ze F'(t) = f(¢(t),1(t)). Pro
to € D, existuje okoli U(tyg) C D, takové, ze pro kazdé t € U(ty) je X = [p(t), ¢ (t)] €
D¢. Podle (1), abychom urcili derivaci slozené funkce F', pocitame limitu

t—to t—1o

Pokud by napt. ¢ byla konstantni, blizili bychom se s bodem X k bodu A = [¢(tg), ¥ (to)]
po rovnobézce s osou y a mohli bychom vyuzit parcialni derivace funkce f. To v obec-
ném piipadé neplati. Proto pfiristek funkce f ve (2) upravime na tvar

flo(t),9(t) = fe(t), (o)) + fp(t), ¥ (t0)) — f((to), ¥(to))-

Vzorec (2) pak bude mit tvar

Fle(t), (b)) = Fe(to), (b)) | f(p(t). ¥(t) — f(SO(t),%b(to))) _
t — to t — to

F'(tp) = lim <

t—to

Jestlize derivace funkci ¢ a 1 jsou spojité v bodé ¢y a parcidlni derivace funkce f jsou
spojité v bodé A, mizeme limitu sou¢tu dvou zlomkt nahradit sou¢tem limit a kazdou
z nich upravit podle vzorce (1). Derivace slozené funkce F'(t) = f(p(t),%(t)) v bodé tg

je rovna
F) = 202 o) + 2L '), ®)

Tento vzorec bude platit i za obecnéjsich predpokladt.

Jsou-li funkce ¢ a 1) funkce dvou proménnych u, v, potom pro vypocet derivaci
slozené funkce

F(’U,,’U) = f(<P(U,U)a¢(UaU))
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v bodé [ug, vg], ve kterém maji funkce ¢, 1 spojité derivace a funkce f ma spojité
derivace v bodé A = [p(ug, vo), ¥ (ug, vo)], pouzijeme vzorec (3)

OF (ug,v0) _ 0f(A) dp(uo,vo) n 9f(A) 9¢(up,vo)

ou Ox ou Ay ou
OF (ug,v0) _ Of(A) dp(uo, vo) n 9f(A) 9v(uo, vo) (4)
ov Ox ov oy ov

Geometricky vyznam parcialnich
derivaci

Gradient

Necht funkce f mé v bodé A = [a, b] spojité parcidlni derivace podle obou proménnych.

<f Parciélni derivace f,(A), uréuje smér-
’\ nici teény fezu grafu funkce f v bodé
/‘\ T = [a,b, f(a,b)] rovinou y = b. Ana-
logicky parcialni derivace fy(A) urcuje

smérnici teény fezu grafu funkce f

v bodé T rovinou = = a, viz obrazek 8.
Smeérové vektory téchto tecen jsou

b = <1’07 8f(A)> 7

e — (0,1,;@).

Oy

4

Obr. 8

Kazdou kfivku v roviné zy muZzeme vyjadiit parametrickymi rovnicemi xz = ¢(t),
y = (t). Necht k; je takova kiivka z definiéniho oboru funkce f, obr. 9.
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z Té odpovida na grafu funkce f kiivka k
s parametrickym vyjadfenim

Jeji teény vektor v bodé g je

: Pl = (v, TG ).
NG Je-li p(tg) = a, ¥(tg) = b, vyplyva ze vzorce
. ) (3)
Obr. 9 ] P’(to) = (p/(to) t1 + ’(ﬁ/(to) to.

Tudiz tecné vektory vSech kiivek, prochézejicich bodem [a, b, f((to), ¥ (to))], vyplni
rovinu 7. Rovina 7 se nazyva teéna rovina grafu funkce f. Vektory t1, to urcuji jeji
zaméieni. Rovnice tecné roviny 7 je

df(A) df(A) _
W(g;—a)+a—y(y—b)—(z—f(A))—O- ()

Vektor

L <5];;A)’8f5(;1)’_1)

je normalovy vektor grafu funkce f v bodé T. Kolmy primét n; vektoru n do
soufadnicové roviny xy, obr. 8, je vektor

_ (9f(4) 0f(A)
grad f(A) = (893’81; ) (6)
ktery nazyvame gradient funkce f v bodé A. Pro z = f(A) je mnozina bodua

{lz,y] € Dy; f(x,y) = f(A)} vrstevnice grafu funkce f v bodé A. Dosadime-li téz do
rovnice (5) tené roviny, dostdvame

o1(4)

( af(A)
Ox

—a)—i—Ty(y—b):O

teénu této vrstevnice. Tedy gradient funkce f v bodé A je normélovym vektorem vrs-
tevnice v bodé A.

Priklad 6. Geometricky vyznam derivace slozené funkce dvou proménnych si uka-
Zeme na polarnich souradnicich. Funkce

x=1x(0,p) =0cosp, y=ylo,p)=opsing,
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jsou definované na roviné R2. Jejich deri-
vace urcuji tecné vektory souradnicovych
ktivek, kruznic a poloptimek, obr. 10,

¢ (9% Oy ¢ — (9% 9%
7o\op ) ¢ \Bo o)

y
: Necht funkce z = f(x,y) je definovdna
7 v okoli bodu A = [x(00,¢0),y(00, ¢0)] a md
N A v ném spojité parcialni derivace. Potom
' parcialni derivace slozené funkce F(o, p) =
Obr. 10 f(z(o,%),y(0,¢)) podle (4) jsou
F A A
9 (g(;’ #0) = a](;(x ) cos g + 8J;;(y)sintpoa
F A A
0 (g(;’ #o) = a‘];(m )(—QO sin g) + OJ;(y )Qo COS ©g- (7)

Priiklad 7. V mnohych ilohach je vyhodnéjsi pracovat pravé s polarnimi souradni-
cemi nez se souradnicemi kartézskymi. Napi. rovnice

of _ of _,

y% - xaiy =
transformovana do polarnich souradnic bude mit jednodussi tvar. O tom se presvédcime,
jestlize soustavu rovnic (7) vyfesime pro neznamé parcialni derivace f, a f,. Soustava

rovnic (7) pfepsana do maticového tvaru v obecném bodé je

F,\ ([ cosey, sin fz
F,) \—osing, ocosp) \fy)"

Vynasobenim inverzni matici zleva dostaneme neznamé parcialni derivace

Jz\ _ 1 (ocosp, —sing\ (F,
fy) o \esing, cosgp F,)"

Dosazenim se presvédcime, ze dana rovnice transformovana do polarnich souradnic ma
tvar

oF
Derivace v jednotkovém sméru
a gradient funkce

Vzorec (3) mtizeme pfepsat na tvar

Fo) = (P52, 5 (&t o/ t0) = grad £(4) -1
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kde vektor t urcuje zaméreni spolec¢né tec¢ny vsech kiivek z defini¢niho oboru funkce f
prochéazejicich bodem A. Tedy nasobek vektoru t urcuje nasobek derivace. Mezi témito
derivacemi zvolime tu, kterd je uréena jednotkovym vektorem u = t/|t| a nazveme ji
derivace funkce f v bodé A ve sméru u a piSeme

df(A)
——2 =u-grad f(A). 8
u grad f(A) (8)
Bude-li vektor u jednotkovym vektorem soufadnicovych os z,y, dostaneme ze vzorce
(8) parcialni derivace funkce f podle proménnych x,y.
Ptejme se, zda existuje smér, ve kterém je derivace (8) maximéalni, resp. minimalni.
Upravme proto vzorec (8) na tvar
df (A)
——~ = |ul|grad f(A)|cos ¢,
=)~ Jullgrad f(4)| cos ¢
kde ¢ je thel obou vektori. Derivace funkce f v bodé A ve sméru u bude maximalni,
resp. minimélni, jestlize ¢ = 0, resp. ¢ = 7. Tedy derivace funkce je maximalni, resp.
minimélni, jestlize derivujeme ve sméru

u= mgrad f(A4)

gradientu, tj. ve sméru kolmém na vrstevnici. Toto maximum, resp. minimum je rovno
|grad f(A)]|, resp. —|grad f(A)].
Tak v bodé T grafu funkce f dostavame tii ortogonalni vektory:

A A
* n= o1 ( ),8f( ),—1 nomalovy vektor,
oz oy
* V= —8f(A), 91(4) ,0 ] vektor te¢ny vrstevnice,
y Ox
* S = (a‘gj), 82(?;4), |grad f(A)P) vektor nejvétsiho spadu, tj. vektor tecény spad-

nice.

Priklad 8. Funkce z = 1/4 — 22 — y? m4 defini¢ni obor Dy = {[z,y] € R%2? +
y? < 4} a obor hodnot Hy = (0,1). Parcidlni derivace v bodé A = [1,1] jsou
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z 0z OZ(A) V2
i rer 2 1
0z —y 0z(A) —

e

gy 2 4—a2—y2 Oy

grad f(4) = (‘f‘f) ,

1
y lgrad f(A)? = ;.
Potom trojice ortogonalnich vektorti
Obr. 11 v bodé T = [1,1, 2], obr. 11, je

(P 5) e (P ) (00
47 477)7 7 4t 4777 47 474
Parcialni a totalni diferencialy funkce

Diferencovatelna funkce

Vlastni parcidlni derivace podle z, resp. y urcuje smérnici tecny fezu grafu funkce f
rovinou rovnobéznou se souradnicovou rovinou xz, resp. yz. Linearni funkce

it 05(4),

dw,Af(hl) 8y

———=hy, resp. dy af(h2) =

jsou parcialni diferencialy funkce f v bodé A vzhledem k ose x, resp. y. Tedy stejné
jako pro funkci jedné proménné muzeme piirustky funkce f v okoli bodu A ve smérech
soufadnicovych os aproximovat parcialnimi diferencialy, tj.

fla+hi,b) — f(a,b) =dy af(h1), resp. f(a,b+ hg) — f(a,b) = dy af(h2).

Rikdme, 7e funkce f je v bodé A = [a, ] diferencovatelna, jestlize existuje okoli
U(A) C Dy, ve kterém lze jeji piirtstek vyjadiit ve tvaru

F(X) = f(A) = Ki(z — a) + Koy = b) + wi(X) (2 — a) + wa(X)(y = b),  (9)

kde K1, K9 € R a funkce wy,ws jsou v bodé A spojité a maji v ném hodnotu nula.
Necht plati (9), potom funkce f je v bodé A spojité, nebot

lim f(X) = f(A).

X—A
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Upravime-li (9) tak, ze dosadime y = b, resp. x = a, tj.

f(.%’,b) —f((l,b) :Kl erl(x,b), resp. f(aay) _f(avb)
T—a y—>b

= KZ + (,UQ(CL,y) )

potom limitnim pfechodem pro x — a, resp. y — b, vzhledem k tomu, Ze funkce w1, wo
maji v bodé A limitu nula, dostavame

P[P

or
Tedy nutna podminka diferencovatelnosti funkce je

Je-1i funkce f v bodé A diferencovatelné, potom mé v bodé A parcidlni derivace.

Vyraz

9f(A)

01(4)
S a =) (10

dAf(x7y> = O (

nazyvame totalni diferencial funkce f v bodé A.

—a)+

Postacujici podminka diferencovatelnosti je spojitost parcidlnich derivaci funkce
f v bodé A.

Vektor h = (hy, ha), ktery ma umisténi X — A = (z — a,y — b), je vektorem di-
ferencidlnich (”dostecné malych”) pfirtstka dz , dy nezavisle proménnych z,y. Potom
prirtstek (diferenci) zavisle proménné z muzeme aproximovat totdlnim diferencidlem

dz = f(x,y) — f(a,b) = daf(X). (11)

Vzorec (11) se nazyva obecny zakon hromadéni skuteénych chyb. Maximélni
chyba aproximace (11) je

|dz| < ‘

0f(A)
B)

) 4 21

‘ |dyl.
y
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Geometricky vyznam totalniho diferencidlu je zfejmy, obr. 12. Totélni diferencial (10)
je linedrni funkce. Jejim grafem je rovina

2= fo(A)(x —a) + fy(A)(y — b).

Porovnanim této rovnice s rovnici (5) je zfejmé, Ze je rovnobéZnd s tecnou rovinou
grafu funkce f v bodé T' = [a,b, f(A)]. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé A, je
tena rovina jejiho grafu v bodé T' déna rovnici (5).

Graf funkce f v okoli bodu A = [a, b] aproximujeme jeho te¢nou rovinou v bodé T,

tj.
flo) = fad) + L @ -0y + L ),

Piiklad 9. Urceme chybu pii vypoctu délky tuhlopricky obdélnika, jehoz strany
a = 8m, b = 6m byly méreny s chybou da = —5mm, db = 2mm. Pro pfiriistek délky
thlopticky podle (10) je
0u(8,6) 1

ou(8,6)
_ d db— ——=—(—8-0.005+ 6 - 0.002) = —0.0028m.
o T o N TERE + ) "

Chyba vypoctu délky uhlopricky je mensi nez 3mm.

du

Implicitni funkce jedné proménné

Hledejme odpovéd na otazku, kdy lze rovnici F(z,y) = 0 ur¢it funkei y = y(x), nebo
funkci x = z(y), jedné redlné proménné. To jest, kdy lze z této rovnice nékterou z pro-
meénnych vypocitat jednoznacéné v zavislosti na druhé proménné. Z nékterych rovnic
umime takovou funkci vypoéitat i nakreslit mnozinu bodt [z, y] € R?, které jsou tako-
vou rovnici uréeny. Napf. z rovnice y> — 22 = 0 vypoéitame y = 25.U nasledujicich tii
rovnic se ndm to nepodari.

2242 —4=0 22 —y?+2=0 d2® —4y* —8r +4y +3=0

R
AN

L
O
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V prvnim pfipadé rovnice popisuje kruznici se stfedem v pocatku a s polomérem
2. Z rovnice umime vypocitat |y| = V4 — 22, tj. rovnici je ddna funkce y = v4 — z?
na intervalu (—2,2) (nebo na jeho podintervalu). Ale také funkce y = —v4 — 22 na
intervalu (—2,2) (nebo na jeho podintervalu). Je ale zfejmé, Ze tuto dvojznacnost lze
odstranit, jestlize pfiddéme podminku na mnozinu bodt [z, y|, ve které pfislusnou rovnici
fesime, napr. y > 0.

Vidime také, ze v okoli bodi A = [-2,0] a B = [2,0] neexistuje funkce y = y(z),
kterd by byla danou rovnici uréena. Je ale ziejmé, Ze v okoli téchto bodt bychom mohli
vyjadrit x jako funkci y.

Druhé rovnice uréuje rovnoosou hyperbolu a tfeti rovnice dvé rtiznobézné primky.
Sami urcete jak vypadaji funkce témito rovnicemi urcené a zda tyto funkce vibec
existuji. Najdéte téz body, v jejichz okoli funkce jedné proménné urcena neni.

Jak jsme vidéli existuji rovnice, popisujici kfivky v roviné, z kterych se nam nepodafi
vypocitat y, ani xz, a presto bychom chtéli o nich védét vice. Napi. jak vypadaji tecny,
¢i normély, v jejich bodech a v kterych bodech funkce jedné proménné neexistuje.
V uvedenych piikladech to byla kiivka tvofena dvéma rtiznobézkami. V zddném okoli
jejich priseciku se nam nepodari vyjadrit y jako funkci z, nebo x jako funkci y. Na
dalsich obrézcich vidime dalsi kiivky, které maji tuto vlastnost. Prvni je Bernoulliova
lemniskata a druha Helmertova kiivka.

($2 4 y2)2 _ a2($2 _ yz) =0 ($2 + y2)2 _ a21‘2 _ b2y2 =0
v ¥
r\b/\
a 5 a —ak/O\Ja .
-b

U obou kfivek je timto kritickym, nebo také singularnim bodem pocatek O.
U Helmertovy kfivky navic plati, Ze existuje prstencové okoli pocatku, na kterém viibec
zéddny bod kfivky nelezi. Bod O je tzv. izolovany bod kfivky.

Z uvedenych prikladi muzeme usoudit, Ze rovnici F(x,y) = 0 bude uréena funkce
y = y(z) v okoli téch bodi A = [a,b], F(a,b) = 0, ve kterych te¢na neni rovnobézna
s osou y, tj. v bodech A, ve kterych vektory grad F(A) a e; = (1,0) nejsou linearné

zavislé. Rovnice teény v bodé A, nebot F(z,y) = 0 je nulovd vrstevnice funkce
= F(CC, y)7 je
OF(A) OF(A)
—(r — —b) =0.
w0+ -y

Derivovanim slozené funkce z = F'(x, y(z)) podle proménné = dojdeme ke stejné rovnici
a navic uvidime, Ze pozadavek na to, aby gradient nebyl kolmy na osu y je nutny. Pro
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derivaci funkce F' podle x podle vzorce (3) plati

81;5;4) . az;(yA) Ja) = 0.

Potom rovnice te¢ny grafu funkce y = y(z) v bodé A je

R
TR M

kde zfejmé F,(A) # 0. Snadno ovéfime, ze obé rovnice urcuji stejnou piimku.

Rovnice

OF(A) (- a) OF(A)
oy ox
urcuje primku v bodé A, ktera je kolma na te¢nu. Takova pfimka se nazyva normala
kiivky v bodé A.
Mizeme tedy Fici, jestlize pro funkci F' plati F'(a,b) = 0, v okoli U(A) bodu A =
[a,b] ma spojité parcidlni derivace a F,(A) # 0, potom existuje pravé jedna funkce
f:y=y(x), pro kterou plati

(y—10)=0

1. f je definovand v U(a) a y(a) = b,
2. F(z,y(x)) = 0 pro kazdé = € U(a),

F,
3. f mé v okoli U(a) spojitou derivaci, ktera je rovna y/(z) = —M,
Fy ('Ia y)

Priklad 10. Uréime mnozinu vSech pat kolmic ze stiedu elipsy
2 2

z Y

2t =l

na jeji tecny. Gradient funkce F(x,y) = b%x? + a?y? — a?b? v jejim bodé X = [x¢,yo] je
vektor grad F(xq,y0) = (2b%x0, 2ay0). Potom te¢na v bodé Xy a kolmice z bodu O na
ni je

V2 xox + a*yoy = a?b?,

a*yox — brzoy = 0.
Z obou rovnic vypocitame souradnice xq, 19 bodu Xg elipsy

a’x b2y

To=——s =2 .
0= 2,2 N7 2

Dosazenim do rovnice elipsy dostaneme rovnici Helmertovy krivky
22 + b2y = (22 4 2)2
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Parcialni derivace vyssich radu
Necht funkce z = f(x,y) mé parcidlni derivace

f$($7y)ZW7 fy(x’y)zaf((;;y),

v kazdém bodé mnoziny M C D;. Ty jsou opét funkcemi dvou proménnych. Existuji-li
parcidlni derivace funkci f, a f, v bodé¢ A € M

o) = 2Oy T
funl) = 20180 4y - TIE)
) = 220 gy - OTEA),
) = 2 1) gy = TTED,

nazyvame je parcialni derivace 2. fadu funkce f v bodé A, nebo jenom druhé
parcidlni derivace. Pritom f,, a fy, se nazyvaji smiSené parcialni derivace 2. Ffadu.
Analogicky bychom definovali derivace 3. az n-tého fadu.
P¥iklad 11. Parcidlni derivace funkce f(x,y) = e cosy v kazdém bodé R? jsou

fe(z,y) = e cosy, fy(z,y) = —e"siny.

Parcialni derivace 2. fadu funkce f v libovolném bodé X € R? jsou

Jaz(X) =€"cosy, fyo(X)=—€e"siny = fry(X), [fyy(X)=—e"cosy.

Rovnost smisenych parcialnich derivaci

Pro smiSené parcialni derivace plati: Ma-li funkce f v okoli bodu A parcidlni derivace,
které jsou v bodé A diferencovatelné, potom plati
0*f(A) _ 9*f(4)

0xdy Oyox

Jsou-li parcidlni derivace 2. fadu funkce f v bodé A spojité, potom parcialni derivace
1. fadu funkce f jsou diferencovatelné a plati rovnost smisenych parcialnich derivaci 2.
radu.
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Diferencialy vyssich radua

Necht funkce z = f(x,y) ma v okoli bodu A = [a, b] spojité parcidlni derivace do n-tého
fadu. Oznacime h = (hi, he) = (z — a,y — b) vektor pfirtstkid nezéavisle proménnych.
Slozena funkce F'(t) = f(a+thy,b+ths) definovana na intervalu (0, 1) mé podle vzorce
(3) derivaci
_@y), | 0f@y),

ox oy

Druhd derivace funkce F' je opét podle vzorce (3)

w0 (0f(z.y) of(z,y) 0 (0f(z,y) of (z,y)
F (t)_8x< oz o+ oy h2>h1+8y< oz oo+ oy h2>h2'

F(t)

Druh4 derivace F" funkce F' v bodé t =0

2
P fa(h) = agg) h? +2

2 2
PIA), P

Oxdy Oy? . (12)

se nazyva totalni diferencial 2. fadu funkce f v bodé A.

Analogicky bychom mohli definovat diferencidly dal§ich fad. Vypocet je ale slozity
vzhledem k mnozstvi derivaci, nebudeme se tim déle zabyvat.

PfepiSme si rovnost (12), za predpokladu fz, # 0, na tvar

2 _£2
d2fA(h) = fa:ac <h1 + ;xyh2> + Whé

Ziejmé plati:

1. dfa(h) > 0 pro kazdé h o, prévé kdyi fr > 0a | 7% 17 5 0,
fey  Fyy
2. d?fa(h) < 0 pro kazdé h # o, pravé kdyz fr. <0 a fex fay >0,
fey  fyy
3. existuje h # o takové, ze d>f4(h) > 0 a existuje h’ # o takové, ze d%fa(h’) < 0,
v ;4 fa:ac f,jcy
praveé kdyz < 0.
fey  fuy

V 1. pifpadé nazyvame funkci d?fa(h) pozitivné definitni, v 2. piipadé nazy-
vame funkci d?f4(h) negativné definitni a ve 3. piipadé nazyvame funkci d?f4(h)
indefinitni.
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Taylortv polynom 2. stupné

Kvadraticka aproximace

Pripomenme, Ze méa-li funkce F jedné proménné ¢ derivace az do fadu n+1 na intervalu
(0,1), muzeme ji vyjadfit pomoci Taylorova polynomu napt. v bodé ¢t = 0 ve tvaru

1 1
F(t) = F(0) + F'(0)t + 5F“(O)t2 + EF(") (0)t" + Ry, (13)

kde R, je zbytek, napt. v Lagrangeové tvaru

F(n+1) (O1)
R, = ——_2t""1 @€ (0,1).
" (n+1)! ’ (0,1)
Je-li f funkce dvou proménnych, kterd je v bodé A = [a, b] diferencovatelna a ma v okoli
U(A) spojité parcidlni derivace do 3. fadu, mizeme definovat funkci F' jedné proménné
t predpisem
F(t) = fla+t(x —a),b+t(y —b)).

Potom f(x,y) = F(1). Na funkci F' nyni pouzijeme vzorec (13) pro n = 2. Oznacéime-li
hi =z —a, hg =y —b, je

1
F(A+B) = £(4) + dfa(h) + Ld?fa(h) + B (14)
kde dfa(h) je totalni diferencial a d?f4(h) je totélni diferencidl 2. fadu,

dah) = 2D, O,

or y
D’f(A D’f(A O?f(A
d4(h) = ax(z)hfmax(ay)hlhﬁ ay(2 )hg.

Kvadraticky polynom
1
Ty(h) = f(A) + dfa(h) + 5d*fa(h)

nazyvame Tayloruv polynom 2. stupné funkce f v bodé A.
Chybu aproximace pfirastku funkce f, pfi pouziti Taylorova polynomu 2. stupné

F(A+ ) = F(A) = dfa(h) + S fa(h),

miizeme vyjadrit pomoci diferencidlu 3. fadu funkce f
1
Ry(h) = 31 & fo(h),
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kde C je néjaky bod z okoli bodu A.
. Pro n = 0 dostavame ze (14) Lagrangeovu
vétu o stfedni hodnoté pro funkci dvou pro-

ménnych
/;/\ f(A+h)—f(A):a*g?hl+ag?h27

kde C' = [¢, d] je néjaky bod z okoli bodu A,

obr. 13. Tedy existuje v intervalu (a,a+hq)

y ( A bod ¢ takovy, Ze tecna Fezu grafu funkce f

ath, rovinou y = b v bodé [e,b] je rovnobézna

X s piimkou [a+hq, b, f(a+h1,b)], [a, b, f(A)].
Obr. 13 Analogicky pro fez rovinou = = a.

Priklad 12. Taylortv polynom 2. stupné pro funkci f(z,y) = e® cosy (z prikladu
11) v poc¢atku O je

1
To(h) =1+ hy + 5(h% — 13),
kde h = X — O. Po dosazeni za hi,hy ma polynom tvar

1 1 1
_1 n2_te2.t
z 2(x+) 5Y +2

Jeho grafem je hyperbolicky paraboloid viz. druhy obrazek na obr. 14. Na prvnim
obrazku je graf dané funkce a na tretim graf dané funkce a jeji Taylortiv polynom.

Obr.14

P¥iklad 13. Uréime Tayloriiv polynom 2. stupné funkce F(z,y) = (22 + y?)% —
a%(z% — y?) v pocatku O. Ten bude tvaru

Ty(h) = F(O) + doF(h) + %d%F(h).
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1. F(O)=0.
2. F, = 4x(2? + y?) — 2d2, F, = 4y(2® + y?) + 2a%y, doF(h) = 0.

3. FJE; = 4(322% + y?) — 2a%, Fyy = 8y, Fyy = 4(2? + 3y?) + 2a%, d4(h) = —2a2h2 +
2a*h3.

Pro h = X — O je Tayloriiv polynom
2 =2a?(y? — 2?).
Nulova vrstevnice funkce F' je Bernoulliova lemniskata
(@® +4%)? —a*(2® —y*) =0
a nulova vrstevnice Taylorova polynomu T» jsou dvé riiznobézné piimky
z—y=0,x24+y=0,
které jsou tecnami lemniskaty v jejim bodé O, obr. 15.

y

Obr. 15

Extrémy funkci dvou proménnych

Vyznamnou tlohou jak pro funkce jedné proménné, tak i pro funkce vice proménnych,
je hledani nejvétsi a nejmensi funkéni hodnoty.

Funkce f ma v bodé A € D; ostré lokalni minimum, resp. ostré lokalni maxi-
mum, jestliZe existuje prstencové okoli P(A) bodu A takové, Ze pro kazdé X € P(A)NDy

je f(X) > f(A), resp. f(X) < f(A).
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Funkce f ma v bodé A € D; lokalni minimum, resp. lokadlni maximum, jestlize
existuje prstencové okoli P(A) takové, ze pro kazdé X € P(A) N Dy je f(X) > f(A),
resp. f(X) < f(A).

Existuje-li te¢na rovina v bodé [a,b, f(A)] grafu funkce f, ve kterém ma funkce f
extrém, je kolma na osu z, tj. gradient funkce f je nulovy vektor.

To ale k existenci extrému nebude stacit. Napf. hyperbolicky paraboloid z = xy méa
v bodé O tecnou rovinu kolmou na osu z a nemé zde extrém. Zatimco kuzel nemé ve
vrcholu O te¢nou rovinu a mé v ném extrém.

Nutna podminka pro existenci lokalniho
extrému

Necht funkce f ma spojité parcialni derivace v bodé A € Dy, ve kterém mé extrém.

Parcialni derivaci funkce f podle proménné x, resp. y jsme definovali jako derivaci
funkce jedné proménné x, resp. y

D (e resp A = (a0

Ma4-li funkce f v bodé A extrém, maji extrém i fezy rovinami y = b, resp. £ = a, a tedy

9f(A) 9f(A)
Ox y

=0, =0.

Tedy funkce muze mit lokalni extrém v bodé&, ve kterém je gradient nulovy
vektor.

Jak jsme vidéli na obrazku, funkce muze mit extrém také v bodé, ve kterém
neexistuji parcialni derivace.
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Takové body ”podezielé” z existence extrému se nazyvaji stacionarni body funkce f.

Postacujici podminka pro existenci
lokalniho extrému

Necht funkce f ma spojité parcidlni derivace 1.1 2. fadu v bodé A € D a grad f(A) = o.
Vyjadfime ji v okoli bodu A pomoci Taylorova polynomu 2. stupné

FOX) = F(A) + S fa(h) + Ry(h).

Potom plati: Funkce f ma v bodé A
1. ostré lokalni maximum, jestlize d?f4(h) je negativné definitni,
2. ostré lokalni minimum, jestlize d?f4(h) je pozitivné definitni.

3. Funkce f nema lokalni extrém v bodé A, je-li d*>f4(h) indefinitni.

Priklad 14. Funkce f(z,y) = %xg' —r+ %yZ + 2y ma gradient

grad f(z,y) = (z* — 1,y +2)

roven nulovému vektoru v bodech, pro které |x| = 1 a y = —2. Tedy stacionarni body

funkce f jsou
A=[-1,-2], B=[1,-2].

Druhé parcialni derivace funkce f jsou
fre =20, fzy =0, fyy=1

V bodé A je d® fa(h) = —2h? + h3 indefinitni, tudiz funkce f nema v bodé A extrém.
V bodé B je d? fg(h) = 2h3 + h3 pozitivné definitni, tudiz funkce f mé v bodé B
lokalni minimum rovné —%, obr. 16.
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Obr. 16

Vazané extrémy

Lagrangeovy multiplikatory

V mnohych praktickych problémech (napt. podminkové vyrovnéani v teorii chyb) nehle-
ddme extrémalni hodnoty funkce f na celém definicnim oboru Dy, ale na néjaké jeho
podmnoziné M = {[z,y] € R?; g(z,y) = 0}. Funkce g se nazjva vazba. Extrémy funkce
f na mnoziné M se nazyvaji vazané extrémy.

Predpokladejme, ze funkce f i g jsou spojité a maji spojité parcialni derivace do 2.
fadu na mnoziné M.

Budeme-li zkoumat, je-li A € M stacionarni bod funkce f, budeme zjistovat jen
signaturu (znaménko) &isla d?f4(t), kde t je tecny vektor kiivky g(z,y) = 0 v bodé A

(extrém hleddme na mnoziné M). Vektor t je kolmy na vektor grad g(A) (g(z,y) =0
je vrstevnice funkce g). Vektor grad f(A) bude nasobkem vektoru grad g(A), tj.

grad f(A) = Agrad g(A).

Rozepsano do souiadnic

of(A) | 0g(A)
Oz —A Oox =0,

D1(4) , d9(A)
Ay Ay
Na levé strané obou rovnosti jsou parcidlni derivace funkce

L(:U,y,)\) = f(x,y) - )\g(.’l:,y)

=0.
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v bodé A, zavislé na parametru A. Funkci L nazyvame Lagrangeova funkce a ¢islo
A nazyvame Lagrangeuv multiplikator.

To néas privadi k ekvivalenci: Funkce f mé v bodé A vdzany extrém na mnoziné M,
praveé kdyz existuje A, pro které mé funkce L v bodé A lokalni extrém.

P¥iklad 15. Uréit extrémy funkce z = xy na mnoziné M = {[z, y] € R?; 22 4y? = 4}
znamena, urc¢it lokalni extrémy Lagrangeovy funkce

L($7y,)\) =Ty — A('%2 +y2 - 4)

Pro stacionarni body funkce L plati

oL oL
—=y—2 =0, —=z—-2\y=0, 22 +y*—4=0.
ox oy
Z prvni rovnice vypocitame A = —, z druhé rovnice A = —. Odtud = = —, které po
2x 2y T oy

dosazeni do tieti rovnice davaji ¢tyii body

A=) = A=[V3 V3, B=[V2 VY
A:—% — =22, D=[2,v2).

Gradient funkce g(z,y) = 22 + y? — 4 je grad g(z,y) = (2x,2y). V nalezenych stacio-
néarnich bodech jsou gradient a vektor t na néj kolmy

grad g(A) = —2\5(1, 1), grad g(B)
gradg(C) = 2\@(1, —1), grad g(D)

=2v2(1,1), t = (1,-1),
=2v2(-1,1), t = (1,1).

Druhy diferencial funkce L je
d*L(h) = —2\h3 + 2h1hy — 2)\h3

a v bodech A,B (h = t) je zaporny,
funkce f ma v bodech A, B maximum.
V bodech C, D je kladny, funkce f ma
v bodech C,D minimum viz obrazek
17.
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Absolutni extrémy funkce

Funkce dvou (i vice) proménnych, ktera je spojitd na uzaviené a omezené mnoziné M,
ma podobné vlastnosti jako spojitd funkce jedné proménné na uzavieném intervalu.
Existuji body A, B € M takové, ze f(A) je minimum funkce na mnoziné M a f(B)
je maximum funkce f na mnoziné M.

Ziejmé funkce mize mit extrémy (minimum, resp. maximum) ve stacionarnich bo-
dech, které jsou vnitinimi body mnoziny M, nebo na hranici této mnoziny. Abychom
je odlisili od lokélnich a vazanych extrémi, nazyvame je absolutni, nebo globalni
extrémy funkce f na uzaviené a omezené mnoziné M.

P¥iklad 16. Abychom ur¢ili extrémy funkce f(x,y) = 1+ 22 + 2y na mnoziné
M = {[z,y] € R%;|z| < 1,|y| < 1}, uréime

1. stacionarni body funkce f na vnitfku mnoziny M.

Anulovanim parcialnich derivaci funkce f dostavame jediny bod O a funkéni
hodnotu f(O) = 1.

2. stacionarni body na hranici mnoziny M.

Hranice mnoziny M je ¢tverec MNP(Q. Na hranici || = 1 je derivace funkci
f(£1,y) = 2+ 2y? rovna f'(+1,y) = 4y. Stacionarni body jsou dva, A = [—1,0],
B = [1,0] a funk¢ni hodnoty v nich jsou f(A) = f(B) = 2.

Analogicky pro hranici |y| = 1 dostavame dva body C = [0,1], D = [0, —1]
a funkéni hodnoty v nich f(C) = f(D) = 3.

Stacionarnimi body hranice jsou vrcholy ¢tverce, neexistuji v nich derivace. Jsou
to body M = [-1,-1], N = [1,-1], P = [1,1], @ = [-1,1] a funk¢ni hodnota
v nich je 4.

Absolutni maximum funkce f je rovno
¢tyfrem ve vrcholech M, N, P, () hranice
mnoziny M a absolutni minimum 1 je

v bodé O, obr. 18.

Obr. 18

34



Funkce tii proménnych

Vse co jsme fekli o funkci dvou proménnych mizeme zopakovat pro funkci t¥i i vice pro-
ménnych. Problémem by ovsem byl prakticky ve vSech pripadech geometricky vyznam
pojmu.

Funkei ti proménnych nazyvame kazdé zobrazeni f mnoziny M C R? do mnoZiny
R.

Mnozina téch bodu [z,y,z] € M, pro které je f(z,y,z) = ¢, nazyvame hladina
(nebo hladinové plocha) funkce f.

Jestlize pro bod T = [a,b,c] plati f(a,b,c) = 0 a funkce f ma spojité parcidlni
derivace podle vSech tii proménnych a f,(T") # 0, potom existuje pravé jedna funkce
z = z(x,y), pro kterou plati

1. je definovana v okoli U(A) bodu A = [a,b] a ¢ = z(a,b),
2. f(x,y,z(z,y)) = 0 pro kazdé [z,y] € U(A),
3. parcialni derivace

Oz(z,y) _ _falw,y,2) Oz(xy) _ fy(2,y,2)

0z fz($ayvz) ’ dy fz(337y,2)
jsou spojité v okoli U(A).
Rikadme, 7ze funkce z = z(w,y) je definovdna v okoli bodu T implicitné rovnici
f(z,y,2z) =0.
Tec¢né rovina hladiny f(x,y,z) = 0 v bodé T je ddna rovnici
fa(T) fy(T)
— Tr—a)— y—>b)=z—c
o

Po tprave
fo(T)(@ —a) + fy(T)(y = b) + f=(T)(z — ¢) = 0.

Tedy gradient funkce f v bodé T je kolmy na hladinu, urc¢uje normalu hladiny. Aby
rovnici f(x,y,z) = 0 byla uréena funkce z = z(z,y), tento gradient nemize byt kolmy
na osu z.

Piiklad 17. Geodeticka sitka bodu T na referen¢nim elipsoidu, tj. rota¢nim zplos-
télém elipsoidu, je odchylka jeho normaly od roviny rovniku. Geodeticka délka bodu T
je odchylka roviny nultého poledniku od roviny mistniho poledniku bodu T', obr. 19.
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Obr. 19

Urc¢eme geodetickou severni Sitku a geodetickou délku bodu T = |
daného rovnici

1

5,1,7] elipsoidu

1
5(::;2 +yH)+ 22 =1

Treti souradnice bodu T je z = %.

Gradient funkce f(z,y,2) = 3(22 +y*) + 2> — 1 v bodé T je

1 3
n=(z,y,22)p = (2,1, 2> .

Jeho kolmy priimét do roviny xy je ny = (%, 1,0). Pro tihel ¢ vektorii n a n; je

nn; V5
n|[n;| V11

Geodeticka sitka bodu T je ¢ = 47,6°.
Pr1i volbé nultého poledniku v roviné xz bude geodeticka délka A rovna tihlu vektori
(1,0), Ty — O = (%, 1) (nebo jejich nasobkii), tj.

(1,0)(1,2)
VB

COS A\ =

Bl

Tedy geodeticka délka bodu T je A = 63,4°.
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